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ВВЕДЕНИЕ 

1. В настоящей статье исследуются краевые задачи в области Q п-мер-
ного пространства (п>1) (которые мы будем называть задачами А) — задачи 
решения линейных дифференциальных уравнений 

LBue^h (0.1) 
при некоторых условиях 93? заданных на границе Г области Q; 
коэффициенты оператора Ьг зависят от параметра е так, что при г = 0 
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коэффициенты при старших производных обращаются в нуль, точнее 

Z,e = Z,0 + sZ le. (0.2) 
При s = 0 задача Ае превращается в задачу А0: решение предельного урав­
нения 

LQw0 = h, (0.3) 

полученного при е = 0 из (0.1) (это уравнение более низкого порядка, чем 
(0.1)) при соответствующих граничных условиях 330, являющихся частью усло­
вий 23 = Э30 + 33а допредельной задачи Аг. Решение задачи А0, вообще говоря, 
не удовлетворяет условиям Э31 (при всех условиях S3 = 330 т 332 уравне­
ние (0.3) является переопределенным). Мы ограничимся случаем, когда 
граничные условия 330 и 33 = Э30 -+ ЭЗХ означают обращение в нуль решений 
и их последовательных нормальных производных на границе. 

Мы будем говорить, что решение и0 предельного уравнения имеет 
невязку в выполнении дополнительных условий задачи А& 

Кроме того, решение и0 предельного уравнения (0.3) часто бывает 
менее гладким, чем решения и3 уравнения более высокого порядка (0.1). 

Обозначим через Q = il (L3, 33) множество функций и (х), определенных 
в Q и принадлежащих некоторому функциональному пространству, к ко­
торым, кроме того, применим оператор L£ и которые удовлетворяют 
в определенном смысле граничным условиям 33 = 580 + 58!; сам опера­
тор Ls, действующий в Q (т. е. Le в сочетании с условиями 33), будем 
обозначать через Ьг. Аналогично определяется оператор L0, отвечающий 
задаче А0. Решение w0 этой предельной задачи,' как следует из сказанного 
выше, не принадлежит, как правило, области определения Q оператора Ze . 

В целом ряде задач решение иг задачи Аг при малых г > 0 имеет 
следующее асимптотическое поведение: гге — и0 заметно отличается от нуля 
лишь вблизи границы Г, главная часть этой разности имеет характер так 
называемого пограничного слоя. Роль такой функции типа погранслоя 
заключается в том, чтобы компенсировать невязку в выполнении гранич­
ных условий 33 L задачи Ае у решения w0 предельной задачи А1У 

Целью настоящей статьи является, во-первых, выделить по возмож­
ности широкий класс задач At с малым параметром, у решений которых 
возникает явление погранслоя (ниже будет выделен такой класс задач — 
«задачи с регулярным вырождением»); во-вторых, найти по возможности 
простой и эффективный метод построения погранслоя (для ряда задач этот 
метод будет сводиться к решению обыкновенных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами), дать по возможности более точное асим­
птотическое представление решения ие задачи Аг и для полученных при­
ближенных решений дать оценку остаточных членов и их производных. 

2. Уравнения с малым параметром при старших производных возни­
кают во многих задачах физики и механики. Обзор таких задач приведен, 
например, в статье Фридрихса [II . 

Большое число работ в разное время было посвящено обыкновенным 
линейным уравнениям с малым параметром и системам таких уравнений 
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(см. [2] —[9])1). В основном в этих работах исследовались задачи Копти. 
При этом существенным образом использовалась специфическая особен­
ность обыкновенных уравнений - наличие конечной фундаментальной сис­
темы решений. В центре внимания настоящей статьи стоят краевые задачи 
уравнений в частных производных. Но начинаем мы с одномерного слу­
чая, т. е. с краевых задач для обыкновенных уравнений, на примере кото­
рых мы излагаем почти всю методику исследования, которую мы далее 
переносим на /г-мерный случай. 

При такой установке мы при исследовании обыкновенных уравнений 
оставляем в стороне вопросы, насколько можно улучнить полученные 
результа ы или упростить доказательства при использовании специфических 
методов теории обыкновенных уравнений. 

Переходя к работам по линейным уравнениям в частных производных, 
укажем прежде всего на работы М. А. Леонтовича и В. А. Фока [10], [ И ] , 
посвященные асимптотике решений разных задач дифракции. А. А. Гольден­
вейзер в [12] применял асимптотические методы для исследования тонких 
упругих оболочек. Вазов в [13] изучил асимптотику решения первой крае­
вой задачи для простейшего эллиптического уравнения внутри области. 

Левинсон [14] в двумерном случае исследовал асимптотику решения 
задачи Дирихле для общего эллиптического уравнения второго порядка 
с малым параметром е, вырождающейся при s — 0 в задачу Коши для 
уравнения первого порядка с регулярным полем характеристик. Им был 
для этой цели построен пограничный слой вблизи соответствующей части 
границы. Предельный переход в этой задаче с любым полем характеристик 
проведен в работе С. Л. Каменомостской [15]. 

Интерес авторов к уравнениям в частных производных с малым 
параметром при старших производных возбудили работы О. А. Олей-
ник. [16], [17], [18]. Она рассмотрела вопрос о вырождении 2-й и 3-й 
краевых задач для эллиптического уравнения 2-го порядка с малым пара­
метром. При £ = 0 эти задачи переходят в некоторые новые задачи для 
уравнений 1-го порядка, которые в цитированных работах О. А. Олейник 
были исследованы и решены. Дэвис методами Левинсона исследовал вы­
рождение распадающегося эллиптического оператора 4-го порядка в эллип­
тический оператор 2-го порядка [19]. 

И. С. Градштейн [20] и Б. Н. Панайоти [21] исследовали асимпто­
тику решения задачи Коши для некоторых линейных систем урав­
нений в частных производных с малым параметром при основных чле­
нах2). 

3. Обычный метод малого параметра заключается в следующем. Дано 
семейство операторов Fe вида 

F. = FQ + eFv (0.4) 

1) О нелинейных уравнениях с малым параметром, которым и освящена большая 
литература, мы здесь говорить не будем. 

2) Ряд вопросов нелинейных уравнений в частных прогзводных с малым парамет­
ром освещен в статье О. А. Олейник (УМП XII, вып. 3 (1957)). 
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причем Q (FQ) — область определения оператора F0 — содержится в Q(F1)~ 
области определения оператора Fv Рассматривается решение щ уравнения 

Л и . = (^0 + 6 ^ ) ^ - А . (0.5) 

Расщеплению (0.4) отвечает рекуррентный процесс, который получается, 
если искать приближенное решение уравнения (0.5) в виде многочлена по е: 

и, = w0 + тг + . . . + епшп + sn+1gn. (0.6) 

(en+1gn —остаточный член). Подставляя (0.6) в (0.5) и собирая члены с оди­
наковыми степенями s, получаем для определения w0, wv . . . рекур­
рентную систему уравнений: 

/ > 0 = А, ' (0.7) 
где w0 есть решение предельного уравнения, получаем го из (0.5) при 
е = 0; далее, при i = 1, 2, . . ., п имеем 

FoWi=-FlWi_v (0.8) 

Уравнения (0.8) отличаются лишь правой частью от предельного уравне­
ния (0.7). 

Из (0.5), (0.6), (0.7) и (0.8) следует: 

^ (^8п) = Л ( «. - S *Ч ) = h - f F0 ( | вЧ ) + з^ ( | еЧ ) ] .= 
4 1 = 0 У L Ч 1 = 0 У V 1 = 0 7 J 

= (А - F0w0) - § е! (/> t 4- ^ > м ) - sni-i/>n = - е " ^ Л , 
1 = 1 

откуда 

F^n=-FlWn, gn=-F7l(FlWn).' (0.9) 

Если операторы F£ обратимы, причем равномерно по а, т. е. | | /Т II < С, то 

F+1gnll = о (s»«). (°-10) 
Однако последнее рассуждение в нашем случае, отвечающем уравне­

ниям (0.1), незаконно, так как область определения операторов Le = Fs 

существенно уже области определения оператора L0 = F0 и, значит, не выпол­
нено использованное выше требование Q(F0)aQ (F^). Конечно, формально 
этот процесс можно провести, но тогда операторы Fx и FB следует считать 
совпадающими не с операторами L l s и Lzy а с некоторыми расширениями 
этих операторов; обозначим последние через L l e и Z8. Эти операторы сов­
падают с операторами L l £ и Ls на функциях, удовлетворяющих только 
граничным условиям 99^ При таком истолковании операторов F1 = L{S 

и Fe = Ьг мы можем провести все указанные выкладки, если получающиеся 
функции aJt — достаточно гладкие. Мы придем к формуле (0.9); однако, 
так как оператор Fs = Le необратим (он отвечает лишь граничным усло­
виям 350 уравнения более низкого порядка), то из формулы (0.9) не сле­
дует малость остаточного члена £n+1gr

n, как показывает следующий прос­
тейший пример. 
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Пусть задача Ле есть решение уравнения 

LeiiB = s^s + иг — 1 (LQu = и; L\Bu=:Ur) 

при условии Ж : иЕ (0) = 0. Предельная задача А0 есть решение уравнения 
Z/0u0 = # 0 = l (условия S30 отсутствуют). Очевидно, 

х 

и6 = 1 —е~ е . 

Если применить указанный итерационный процесс, то получим w0-=i, 
п 

wx--=... = wn = 0, и сумма J . elwt = w0 = 1. Очевидно, 

La ( s - i gn) = Le (и. - £. e ^ J = LE (в. - 1) = 0, 

u ; x 

в то время, как sn+1gn = w£ — 1 = — e e, и, следовательно, эту разность, 
хотя ^ы вблизи точки границы х = 0 нельзя считать малой, (В данном 
случае оператор Ьг есть оператор Le, примененный к функциям, на которые 
не накладывается никаких граничных условий, и этот оператор необратим.) 

х . 
Разность us — w0 -- — е £ есть функция типа погранслоя (притом нуле­

вого порядка), компенсирующая невязку в выполнении условия 48 г = Ъ 
у функции w0. Решая аналогичные задачи с малым параметром, мы увидим, 
что в ряде случаев существенной частью разности иг~ wQ являются так 
называемые функции типа погранслоя к-то порядка (к > 0), компенсирую­
щие невязки в выполнении условий Э51 у решений предельных уравнений. 
Дадим определение функций типа погранслоя. 

Пусть ve(xv . . . , хп) — v£ (х) —функция, определенная в Q и р раз | 
дифференцируемая. Мы скажем: vt(x) есть функция типа погранслоя к-то ] 
порядка (к < р), если: | 

1) функция vs(x) и ее производные до р-то порядка (р > к) включи- I 
телыю сосредоточены вблизи границы Г области Q, т. е. эти функции \ 
равномерно стремятся к нулю при е — > 0 на любом замкнутом подмно­
жестве Q, не содержащем точек Г. I 

2) к-е производные функции ve(x) ограничены в Q при г—^0, в то 
время как среди (/с+1)-ых производных от vs есть функция, стремящиеся I 
к оо в отвечающей задаче норме при г — -> 0; /-е производные от ve (при I 
/ < к) стремятся при г —> 0 к нулю на Q. . I 

* П р и м е р 1. На положительной полуоси типичными примерами 
функций типа погранслоя (вблизи точки х = 0) к-то порядка будут функции 

А. X Л. X 

где X > 0, Р(£)— многочлен от 5 или, общее, функция, которая вместе 
со своими р производными растет не быстрее степенной функции при 
£ —> оо. 
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П р и м е р 2. Пусть Q — ограниченная область с гладкой границей, 
Qh — часть (? —некоторая полоска вблизи границы Г, заполненная норма­
лями (или другими трансверсалями к границе Г) длины /г, р (В) — расстоя­
ние от точки B$Qh до границы Г по нормали С В (или•по трансверсали), 
<р — (<р1? . . ., <Pn_i) ~ координаты точки С £ Г выхода нормали СВ. Функциями 
типа погранслоя к-то порядка в Qh будут, например, функции 

.*«р( -Ш±), .*/>(„ |->хр( -1ЫР) , 

где Р (9, S) - многочлен от 5 с коэффициентами, зависящими от <р или, 
общее, функция с производными по £, растущими не быстрее какой-то 
степени £. Если помножить такую функцию на множитель фл(р), равный 

1 при р ^ у , равный (J при р > - г и имеющий ограниченные производные 

любого порядка, то получим функцию типа погранслоя во всем Q (если 
считать ее равной 0 всюду в Q — Qh). 

п 
Из приведенного выше анализа следует, что сумма ]р elwi, полу-

i=0 
ченная итерационным процессом, основанным на исходном расщеплении 
оператора Le = L0 + eLie, не дает еще асимптотики ие во всей области 
(? = (? + Г . Следует ожидать, и для ряда задач это оказывается справедли­
вым, что w0, wv . . ., wn можно дополнить функциями v0, VV . . . , так, что 
получается асимптотическое представление 

иг = (w0 + aWl+...+ е \ ) + (V0 + evx +- . . . + е ^ ) + z n (0.11) 
п ЛГ 

(где i V > n ) ; при этом сумма ипг— Z^^lwi + ^zrvr удовлетворяет условиям 

S30 -f- 93х» т- е- 7̂2е? а следовательно, и остаточный член zn —и6 — ипв при­
надлежит области определения оператора Ьг; кроме того, функция LBzn 

должна быть по соответствующей нлрме величиной порядка en+1, и, следо­
вательно, если Ll1 существуют и равномерно ограничены по норме, то 
|| zn || = 0(гп+1). Для целого ряда краевых задач, например, для первых 
краевых задач и разных их обобщений при выполнении некоторых условий, 
гарантирующих равномерную ограниченность Ц-̂ ё1!!., функции vi оказы­
ваются функциями типа погранслоя. 

п 
Суммы 2J e%wi м ы получили как приближения к некоторому решению 

г --='0 
N 

неоднородного уравнения Leu = /г; суммы £, elv- естественно искать как 
г--0 

приближения к решению однородного уравнения Lsv = 0. Надо найти 
другое расщепление оператора Ьг так, чтобы функции v{ получались бы 
с помощью второго итерационного процесса, основанного на этом расщеп­
лении. Так как мы ожидаем, что этот итерационный процесс будет давать 
функции типа погранслоя, то естественно расщепление оператора искать 
вблизи границы Г области Q, и лишь затем полученные функции i>f с по-
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мощью сглаживающих функций типа фл(э) распространить на всю область ф. 
В § 2 это расщепление проведено для случая, когда Le* есть обыкновенный 
дифференциальный оператор с переменными коэффициентами порядка к-\-1, 
где к - порядок вырожденного оператора L0: 

к . I 

и граница Г состоит из точек х=0 и #=--1. 
Заметим, что для стандартных функций типа погранслоя вида 

Р ( — ) е £ каждое дифференцирование по х вносит множитель — . Поэтому 

главной частью оператора L6, примененного к таким функциям, будет 
1 I 

2J ^ТЩ1+Т{Х) -, k+r- ./Далее, погранслой, построенный для точки х- О, заметно 

отличен от нуля лишь в малой окрестности этой точки. Поэтому в приме­
нении к таким функциям достаточно в качестве главной части оператора L£ 

взять оператор 

dh+r _ь v \ /лх dk+ 

-М0 = ^ « Ч , (0) i ^ F = e"k ^ **-r (0) " ^ г , * = т • ^4 = 
г^-0 г —0 

т. е. оператор с постоянными коэффициентами и с характеристическим 
уравнением Qo{\) = 0. Эти наводящие соображения приводят к расщеплению 
оператора Le, которое проведено в § 2 и имеет вид: 

Luv = e-h[M0v + *R1v+ ... +e^^RN^vl (0.12) 
i 

fik + V 

где M0v = - 2 J afe+r (О)-т-^г , a i?L —достаточно просто устроенные линейные 

дифференциальные операторы. Решение v уравнения Lzv = 0 в первом 
приближении заменяется решением и0 уравнения 

М0и0 = 0 (0.13) 

с постоянными коэффициентами. Граничные условия для vQ следует задавать 
так, чтобы функция w0 -Ь vQ удовлетворяла условиям S3t в точке х = 0. Это 
дает кх граничных условий в точке х = 0 для решения vQ. Каждому корню 
— \ i с отрицательной вещественной частью уравнения Q0(k) = 0 отвечает 

частное решение ехр ( — )4t) = ехр ( — >ч— ] уравнения (0.13) типа погран­
слоя. Если число таких корней равно kv т. е. числу условий S5X в точке 
х=^0, то мы можем так подобрать произвольные постоянные при частных 
решениях, чтобы их линейная комбинация v0 удовлетворяла этим кг усло­
виям в точке ж = 0. 

Получив таким образом нулевое приближение, мы аналогичным образом 
с помощью итерационного процесса, основанного на расщеплении (0.12), 
строим последовательно функции vv v2, . . . , vn, . . . так, что vi компенси-
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рует невязки в выполнении условий 2^ у wv Такое же построение проводится 
в точке х — 1. 

Фактически в § 2 оба итерационных процесса объединяются и не­
сколько модифицируются (добавляются, например, к функциям wi-\-vi еще 
слагаемые sat так, чтобы wi + vi + eai удовлетворяли всем условиям ЯЗо + ЯЗх). 
Таким образом, приходим к асимптотике типа (0.11), где || zn || = 0(гп+1). 

Мы называем вырождение регулярным, если число отрицательных 
корней соответствующего характеристического уравнения QQ (X) = 0 для 
главной части оператора Ls в разложении, отвечающем второму итера­
ционному процессу, совпадает с числом условий ^ в соответствующей 
точке границы, т. е. с числом условий, выпадающих при переходе к вы­
рожденной задаче. Именно регулярность вырождения обеспечивает возмож- • 
ность вести второй итерационный процесс, а также то, что он приводит к функ­
циям типа погранслоя. Полученная таким образом асимптотика типа (0.11) 
показывает, что решения иг задачи Ав вне любой фиксированной окрестности 
границы стремятся при г —> 0 к решению w0 предельной задачи А0. Напомним, 
что, для того чтобы обеспечить представление типа (0.11) для решения ие 

задачи Ае, нам, кроме алгебраического требования регулярности вырождения, 
нужна еще равномерная ограниченность операторов Ll1 и достаточная 
гладкость решений wi уравнений (0.7), (0.8). 

Аналогичные понятия и построения проведены для уравнений в частных-
производных: в §§ 4 —5 для уравнений 2-го порядка, в §§ 6 —8 для урав­
нений высших порядков. Второе расщепление оператора в окрестности г 

границы Г получается, если исходить из таких соображений: для функций 

типа погранслоя вида Р I <р, — ) е £ , где р — трансверсальная коорди­

ната, каждое дифференцирование по р приводит к появлению множи-
1 

теля —, в то время как дифференцирование по касательному направлению 

не меняет порядка погранслоя. Далее, так же как в случае обыкновенного 
уравнения, каждый коэффициент а (р, ft) оператора LB заменяем его зна­
чением а (0, 9i) B точке (0, <pt) границы. Таким образом, в качестве главной 
части оператора Ls появляется в общем случае оператор М0 — обыкновенный 

дифференциальный оператор по t = — , с коэффициентами — функциями <Рг 

Если характеристическое уравнение для этого оператора (в любой точке (<pj 
границы Г) имеет столько корней с отрицательны ми вещественными частями, 
сколько условий ^ теряется в этой точке, то вырождение задачи АЕ в за­
дачу А0 называется регулярным. В этом случае проходит, как и для 
обыкновенных уравнений, второй итерационный процесс — строятся функции 
типа погранслоя v0, vv . . . , которые получаются при помощи решения 
обыкновенных уравнений с постоянными коэффициентами, и которые компен­
сируют невязки в выполнении условий 332 для функций . w0, wv . . ., 
получаемых первым итерационным процессом; в случае существования 
и равномерной ограниченности операторов L"1 мы приходим к асимптотике 
типа (0.11). 
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В §§ 4 — 5 подробно исследовано вырождение задачи Дирихле для 
эллиптического уравнения 2-го порядка Leii = h в задачу Коши для урав­
нения 1-го порядка L0w = h. Эта задача была впервые подробно рассмотрена 
в упомянутой работе Левинсона [14], который для построения входящих 
в асимптотику функций типа погранслоя пользовался нелинейными уравне­
ниями в частных производных 1-го порядка и оценивал остаточные члены 
в метрике С с помощью принципа максимума. 

Если же пользоваться описанной методикой, то погранслой строится 
с помощью решения обыкновенных уравнений с постоянными коэффициен­
тами и в зависимости от гладкости параметров задачи асимптотика справед­
лива также и для производных до определенного порядка. Получаются разные 
виды сходимости решений допредельных задач к решениям предельных задач: 
оценки остаточных членов получены не только в метрике С, но и в метриках 
И72- - В силу теорем вложения С. Л. Соболева [22] из оценок в среднем в метри­
ках W2 следуют равномерные оценки в соответствующих метриках C(S\ 

В случае метрик W^ систематически применяются методы, которые 
в последние годы развивались для исследования краевых задач для эллип­
тических уравнений, не содержащих параметры, в работах Браудера [23], 
[24], М. И. Вишика [25], [26], [27], [Гординга [28], [29], Фридрихса [30] 
и других, связанные с изучением квадратичной формы оператора, с при­
менением энергетических неравенств, трансформации Фурье, и т. д., а 
также используются априорные оценки типа С. Н. Бернштейна [31], [32] 
и О. А. Ладыженской [33], [34]. Эти методы в дальнейшем переносятся 
на уравнения высших порядков. Оценки остаточного члена zn имеют разный 
характер в окрестности точек касания характеристик с границей Г, в по­
граничной полоске и во внутренней подобласти. 

В §§ 6 — 7 подробно изложены вырождения первой краевой задачи для 
эллиптических уравнений порядка 2(/с1 + /1) в такую же задачу для 
эллиптических уравнений порядка 2к± (раньше, в § 3, аналогичный вопрос 
исследуется в одномерном случае). Погранслой всегда в этом случае 
строится как решение обыкновенных уравнений с постоянными коэффици­
ентами. Достаточным условием равномерной обратимости операторов Z s яв­
ляется равномерная позитивность их квадратичной формы. Доказано, 
что достаточным условием этой равномерной позитивности является 
позитивность вырожденного оператора Z ^ и положительность вещественной 
части некоторой обобщенной характеристической формы оператора Ьг 

(последнее условие носит чисто алгебраический характер). Отметим, что оба 
эти условия являются достаточными и для регулярности вырождения зада­
чи А^ в задачу А0. 

Эти же связи между позитивностью и регулярностью вырождения 
можно проследить и для некоторых уравнений нечетного порядка, которые 
мы назвали однохарактеристическими. Уравнение порядка (2& + 1) назы­
вается однохарактеристическим в области Q, если через каждую точку Q 
проходит одна вещественная и к пар комплексных характеристик этого 
уравнения. Первая краевая задача для однохарактеристического уравнения 
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порядка • 2/с + 1 в области Q состоит в решении этого уравнения при к 
условиях на всей границе Г для нормальных производных до {к — 1)-го 
порядка, и (к -t 1)-м условии для производной /с-го порядка на части 
границы Г, соответствующей точкам входа или выхода вещественных 
характеристик. Простейшим примером такой краевой задачи является 
задача Копти для уравнений 1-го порядка. Для обыкновенных уравнений 
аналогом такой задачи является граничная задача для уравнения (2/с -f 1)-го 
порядка с к 4-1 условиями в одной точке границы и к — в другой; 
в § 3 рассмотрены все четыре гозможные случая вырождения друг в друга 
первых краевых задач для уравнений четного и нечетного порядка и во всех 
четырех случаях аналогичные приведенным выше условия равномерной 
позитивности операторов Ьг являются достаточными условиями регулярности 
вырождения. 

В § 8 аналогичный факт выявляется для уравнений в частных про­
изводных. В § 6 — 8 приведена общая схема построения асимптотики для 
всех четырех возможных случаев взаимного вырождения эллиптических 
и однохарактеристических уравнений. Однако поскольку в общем случае 
дифференциальные свойства решений, а также подробная теория разреши­
мости недостаточно исследованы, общие предложения об асимптотике носят 
условный характер. Подробнее проведена асимптотика вырождения эллип­
тического уравнения порядка 2/ в уравнение 1-го порядка, обобщающая 
рассмотрения §§ 4, 5, и приведены конкретные примеры с асимптотическими 
разложениями для всех возможных случаев взаимного вырождения эллипти­
ческих и однохарактеристических уравнений. 

Заметим, что если часть 1\ границы Г является характеристическим 
многообразием для операторов Ьг или L0, построение погранслоя услож­
няется: главная часть оператора Ьг в этом случае может превратиться 
вблизи Гj в оператор в частных производных, и построение погранслоя 
указанным выше методом сведется к последовательному решению такого 
уравнения в частных производных. В § 4 показывается, что построение 
погранслоя сводится вблизи характеристики к решению параболиче­
ского уравнения (параболический погранслой); в примерах § 8 построение 
погранслоя вблизи некоторых частей границы приводится к решению своеоб­
разных граничных задач для уравнений в частных производных. 

В случае, если решение w0 вырожденного уравнения недостаточно 
гладко или даже разрывно (например, решение задачи Коши для уравне­
ния 1-го порядка), возникает вопрос об асимптотике решения и& задачи Аг 

вблизи многообразия разрыва ф функции w0 или ее производных; в этом 
случае в окрестности ® может иметь место асимптотика вида (0.11) для иа 

с функциями у. типа погранслоя (внутренний погранслой), компенсирую­
щими эти разрывы. Простейший пример внутреннего погранслоя приведен 
в п. 5 § 6. Е. К. Исакова исследовала внутренний погранслой при вырож­
дении параболического уравнения 2-го порядка в гиперболическое уравне­
ние 1-го порядка. 

В § 9 исследована асимптотика собственных функций и собственных 
значений для самосопряженного эллиптического оператора порядка 



РЕГУЛЯРНОЕ ВЫРОЖДЕНИЕ И ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ 13 

2(fc1-fZ1) при условиях 1-й краевой задачи, регулярно вырождающегося 
в такой же оператор порядка 2к±. Отметим, что для обыкновенных урав­
нений первые члены асимптотики, используя функцию Грина, построил 
В. Б . Гласко [35]. В. Н. Гольдберг [36] для общего класса вырождающихся 
операторов доказал сходимость в J62 их собственных элементов и сходимость 
собственных значений к собственным элементам и значениям вырожденного 
оператора,. Используя методы предыдущих параграфов и применяя аппарат 
работы [37], мы даем асимптотику типа (0.11) (с погранслоями) для соб­
ственных функций оператора Ьг вместе с асимптотикой для собственных зна­
чений. Отметим, что В. П. Маелов [38], [39] исследовал ряд вопросов, связан­
ных с асимптотикой собственных функций для дифференциальных опера­
торов при переходе от дискретного к непрерывному спектру. 

В § 10 рассмотрен случаи параооличсского уравнения -~- = Ьви, 

у которого пространственный оператор Le, г = г (t) вырождается при t —-> со 
в оператор более низкого порядка. Сочетание методов предыдущих пара­
графов с методами заметок авторов [40] и [41] приводит к асимптотике 
решений смешанной задачи для такого параболического уравнения при боль­
ших г. Отметим, что изложенная методика построения погранслоя и асимпто­
тических разложений применима и к другим задачам. В случае других 
краевых задач для эллиптических уравнений такое исследование проведено 
II. М. Леонтович. Такие же явления погранслоя возникают, если предельное 
уравнение Lbw --= h (при г ~ 0) будет того же порядка, что и допредельное, но 
теряет часть граничных условий, например, если задача Коши для гипер­
болического уравнения 

Ь,и=-г _ + _ _ _ = ft, 

I А дЦ I A 

и\ = 0, ~к-\ = 0 

вырождается в задачу Коши для параболического уравнения 

ди I л г. 

с потерей граничного условия ^ 1 = 0. Этот вопрос (для смешанной за­

дачи) был исследовгн. Никольским в его дипломной работе. 
Как в свое время указал С. Л. Соболев [22], для эллиптических 

уравнений порядка 2т граничные условия первой краевой задачи следует 
задавать по-разному на компонентах границы разного числа измерений. 
При вырождении такого уравнения в уравнение более низкого порядка 
некоторые граничные условия на многообразиях меньшего числа измере­
ний могут пропадать и в их окрестности наблюдаются своеобразные 
явления внутреннего погранслоя. Исследование этого вопроса проведено 
Р. М. Гутерман. 
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Такие же явления могут возникать и при предельном переходе от раз­
ностных уравнений к дифференциальным. Например, если для квадрата Q 
на плоскости (х, у) рассматривается разностный аналог &huh = 0 уравнения 
Лапласа (с шагом К) при граничных условиях uh = 0 на границе Г квад­
рата Q и значении uh = 1 в центре Q квадрата. Для предельного уравне­
ния Лапласа Aw0 = 0 при граничном условии w0 = О на Г решение w0 == О 
теряет условие в точке 0, вокруг которой uh имеет характер внутреннего 
погранслоя. В конце статьи приводятся некоторые, связанные с , ее содер­
жанием задачи. Некоторые результаты, содержащиеся в статье, опублико­
ваны в заметках авторов [42], [43]. 

Мы пользуемся в работе обозначениями: 

I, У) = \ Д u-vdx', || и || =f (и, и) 
Q 

W[ } (Q) — гильбертово пространство, состоящее, из функций u(xv . • . , хп), 
принадлежащих Хг вместе со всеми своими производными до порядка к 
с нормой 

k 
I 77 I 1 2 , 

У 2 \S 2 2 <9sw 
dxh...dsis 

2 

| | ||r —норма в некотором оанаховом пространстве. 

§ 1. Обыкновенные дифференциальные уравнения с постоянными коэффи­
циентами. Регулярность вырождения 

1. Рассмотрим сначала многократно изучавшийся процесс вырожде­
ния задачи Ае, задачи Коши для уравнения (/с + /)-го порядка, в задачу 
А0, задачу Коши для уравнения к-то порядка. Итак, ищем решение 
уравнения 

k 

( l . i ) 
j=o 

при начальных значениях 

dxi = Dt (i = 0, 

= 0, 

1, • 

ah ф 

..,k - 1) (1-2) 

(задача А0). Коэффициенты а}• — пока постоянные. 
Уравнению (1.1) отвечает характеристическое уравнение 

/ > 0 ( Х ) = 1 аД> = 0. (1.3) 

Для упрощения изложения мы без оговорок будем предполагать на 
протяжении этой работы, что характеристические уравнения (1.3), а также 
ниже определенные дополнительные характеристические уравнения не 
имеют кратных корней. Случай кратных корней, не представляя принци­
пиальных затруднений, связан с более громоздкими выкладками. Итак, 
пусть корни \ilt (л2, . . . , uk уравнения (1.3) попарно различны. 
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Общее решение уравнения (1.1) имеет вид: 

у ( я ) - £ с/? (1.4) 

и поэтому 

У<1){х)=?с;{ьуе»?. (1.5) 

Условия (1.2) запишутся так: 

2 М ^ Г = = ^ (1 = 0, 1, . . . , л - 1 ) . (1.6) 

Это система линейных уравнений относительно с- с определителем — опре­
делителем Вандермонда W ([х1? . . . , (j.ft). Так как в силу сделанного предпо­
ложения числа [JU попарно различны, то 

W{?v ...,п)Ф0. (1.7) 

Решение задачи Л0 обозначим через у0{х). 
Задача Аг заключается в решении уравнения (к-\-1)-го порядка 

i 

t^V+H^S^1). (1-8) 
где г > 0, при граничных условиях 

d*u 
dxs = D3 (s = 0, 1, . . . , A + Z - l ) (1.9) 

(т. е., кроме условий (1.2), берется еще I дополнительных условии). 
Назовем •дополнительным характеристическим уравнением дл:т (1.8) 

уравнение 

<?о0-) = 2 aft+rXp = 0. (1.10) 

Пусть корнями этого уравнения будут числа vi (z = 1, . . . , Г). 
Рассмотрим характеристическое уравнение, отвечающее уравнению 

(1.8): 

Р. (X) = 2 a,V + S вЧ*Л*+ г = 0. • (1.11) 

Справедлива 
Л е м м а 1. Корни уравнения (1.11) имеют вид: 

V-^V^H ( i = l , . . - , f t ) и ^=?r±±(r=l,2,...,l), 

где si гг г'г стремятся к нулю вместе с е, jiL — корни уравнения (1.3), vr — 
корни уравнения (1.10). 

Доказательство леммы приведено в конце параграфа. 
Как уже оговорено, мы ограничимся случаями, когда числа p.t и чис­

ла vr попарно различны. 
х) Задача не усложнилась бы, если бы коэффициенты UJ представляли собой 

степенные ряды по s. 
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Общее решение уравнения (1.8) имеет вид: 

к _ i iax 
Уе=> с^х+У ck+res . (1.12) 

j—i r = l 

Если один из корней vr имеет положительную вещественную часть, 

то соответствующее частное решение exp y—x j уравнения (1.8) стремит­

ся при г—»0 к бесконечности для любого х > 0. 
Мы назовем вырождение задачи Аг в задачу А0 регулярным, если 

вещественные части всех корней vr уравнения Qo(/) = 0 отрицательны. 
Условиями этого являются так называемые условия Рауса -— Гур вица 
(см., например, [20], гл. XV). 

Пусть имеет место регулярное вырождение. Мы обозначим корни до­
полнительного характеристического уравнения через — ) T ( v r = — lr) 

(r= 1, . . ., /); им отвечают корни - ~ = LZJL характеристического урав­

нения для (1.8) и, соответственно, частные решения уравнения (1.8), 

которые запишем в виде гк ехр ( — - х 

Тогда общее решение уравнения (1.8) имеет вид: 

у. = %?,**? (ъх) + 2 7к+гекехр(-^). (1.13) 
j— 1 г— 1 

Условия (1.9) теперь можно записать как систему 

^ M i 7 / ) 1 + > 8й-*сА + г(-ХР) ' = А (г = 0, 1, . . . , * + / - 1 ) (1.14) 
i = 1 г^ 1 

из (k^-l) линейных уравнений относительно с. ( / = 1 , 2, . . . , k-\-l)\ первые 
к уравнений системы (1.14) можно представить в виде 

b ; Q 4 ^ W L = A (i = 0,1 к-1). (1.14') 
i - i • г=-л 

Следующие / уравнений после умножения на ea(a = i — k) примут вид: 

1 * ' ( i ^ S + ^ (-h)^«ck+r = **Dh+a (1.14") 
7~ 1 Г=-1 

(а = 0, 1 , . . . , / — 1 ) . При s—>0 система (1.14') перейдет в систему (1.6) 
с определителем W (fxx, р.2, . . . , р^). Уравнения (1.14") при г—>0 перейдут 
в уравнения: 

> (h)k с> + I ( - ^-)й c i t . = # л при а = 0, 
j - 1 Г='1 

> (-X r) f t + ecA + r = 0,
1 при а = 1, 2f , . . , / - 1 . 

; i . i5) 
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., -x t).(v..M f e(-i)A-' . 
^ФО, W ( Р 1 , . . . , ^ ) # 0 ; 

Определитель системы (1.6), (1.15) равен 

I ( „ X l ) b . . . ( - X ( ) f t 

| (_x1) f t + ,-1 . . . ( -x i) ' i*<-1 

При наших предположениях )ч =£ О, W (kv . . 
следовательно, В Ф 0. 

Коэффициенты и правые части допредельной системы (1.14'), (1.14") 
стремятся при г —> 0 к соответствующим коэффициентам и правым частям 
предельной системы (1.6), (1.15). А значит, и определитель Ве допре­
дельной системы стремится при е—>0 к определителю В предельной 
системы. Следовательно, при достаточно малых е ВгфО, система (1.14'), 
(1.14") разрешима, и ее решения с- (/' = 1, . . ., к + l) стремятся к решениям 
Cj предельной системы: с]. •-= с^ -+- т];., -ц. —>0 при s—>0. 

Итак, решение уе задачи Ае равно: 
к I 

Уб = ^ S" е х Р («** X) + 2 ^ Ck,r e x P ( - V / * 
i = i r = i 

Введем обозначения: 

r=-i 

Xr# 

** = У* — Уо' 
ft ft ft 

-y e = 2- cje - 2 / o W = 2 (cj + ^ ) e J — 2J cje } = 
i = i j=-i i = i 

= 2 V("y+6j)X + I ^ ( e V - l ) 
j = i i = i 

Функция zE (ж) стремится при s —> 0 равномерно к нулю на любом 
отрезке [h, a], a > 5, вместе со всеми своими производными. 

Функция ve(x) имеет характер погранслоя к-ro порядка около точки 
х = 0. Она ограничена вместе со своими производными до к-то порядка 
включительно; при любом Ь > 0 и а> b она стремится при £—>0 равно­
мерно к нулю на отрезке [Ь, а] . вместе со всеми своими производными. 

Таким образом, мы доказали следующую теорему: 
Т е о р е м а 1. Решение yz задачи Аг представило в виде 

У'в (Х) = У0 (Х) i ^е (Ж) + 2е (Ж), (1.16) 

где у0(х)— решение вырожденной задачи А0; ve(x) —функция типа погран­
слоя к-го порядка в окрестности точки х = 0, а ъг равномерно на любом 
отрезке [b, a], b < а, стремится к нулю при г-~>0 вместе со всеми своими 
производными. 

Г 2.J Рассмотрим сейчас случай, когда задача А0 есть прежняя задача 
Коши (1.1), (1.2), а задача As состоит в нахождении решения уравнения 
2 Успехи матем. наук, т. XII, вып. 5 
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(1.8) на отрезке [0, 1] при прежних к условиях (1.2) и дополнительных / 
условиях в другой граничной точке х ^ 1: 

dxr ~Drl (г = 0, 1, . . . , ' / -1) 
| л :=1 

Общее решение ;//£ уравнения (1.8) запишем, заменяя в (1.12) сЬлт на 
-1L 

ch+r: 

lh 2 с^-ехр^ х+ 2 <Vr exp М ? _ 1 1 

Если для какого-нибудь корня v- уравнения (1.10) K e v ( < 0 , то при доста­

точно малом s R e v , < d o < 0 . Частное решении ехр -—^р ~- для любого 

х < 1 стремится к со при г—>0. Если же все Rev- > 0, то при достаточно 
малом £ все такие частные решения имеют характер погранслоя вблизи 
точки х — 1. 

Мы скажем в этом случае: задача Аг регулярно вырождается в задачу 
Л0, если уравнение (1.10) имеет все I корней с положительными веществен­
ными частями. Следует ожидать, что в этом случае решение задачи J s 

имеет тот же вид (1.16), где ve на этот раз обозначает функцию типа погран­
слоя в окрестности точки . г ~ 1 . Мы докажем этот факт в более общем 
случае. 

Итак, пусть теперь задача А£ есть решение уравнения (1.8) при тех же 
условиях (1.2) и дополнительных /т условиях в точке х 0 и l2--l — li 

условиях в точке х 1 (1± + /2 — /). Регулярным вырождением задачи А£ в 
задачу А0 мы будем считать вырождение, когда уравнение (1.10) (?о00 = О 
имеет 1г корней: — Хх, -—л2, . . . , — Vi> ° отрицательными вещественными 
частями и 12 корней: vx, v2, . . ., vf2, с положительными вещественными 
частями. Характеристическое уравнение (1.11) имеет корни: 

(г-:-: 1, . . ., /с; г - 1, . . ., /х; .9 1, . . ., /2) . 

Общее решение уравнения (1.8) можно записать в виде 

У з И - ^ 2 3 с ; е ; + 2 J sf ticf tJrexpl - - - Н + 2jc^c f e_M l + sexp ( -A___Jj 

Сумма У) shi с^+Гехр f • - —- ) представляет собой иогранслой А,-го порядка 
г = 1 

в окрестности точки х = 0, причем она обладает 1Л степенями свободы, 
их столько, сколько дополнительных условий для задачи Аг в точке х •-• 0. 

Сумма ^ £/?'2^fef/i м е х Р ~"-^г-~ представляет собой иогранслой Ауго 
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порядка в окрестности точки х ^ 1; она обладает /2 степенями свободы, их 
столько, сколько дополнительных условий для задачи Аг в точке ,г = 1. 

Мы можем рассчитывать, что решение задачи Ае по-прежнему можно 
записать в форме (1.16), где ve есть функция типа погранслоя в окрестно­
сти точек х ~ 0 и х=1. Это будет доказано в следующем пункте, при 
этом мы установим и разрешимость задачи Аг. 

3. О б щ и й с л у ч а й . Введем обозначения: 

г0 v ' dxl \х-^=о г1Х dxl \х^ 1 ч 7 

Рассмотрим задачу А0 для вырожденного уравнения ! 

к 

г=0 
^ = i « , i u o (i-i) 

при граничных условиях 
Ло(У)=А (Г О, 1,... ,А-~ 1), (1.17.) 

*\i(y)-Ei (* = 0, !>•••> V - !; V r A ^ ) - i1-17 ') 
Мы скажем: задача А0 — (1.1), (1.17), (1.17') разрешима, еслинульне являет­
ся собственным значением оператора L0 при однородных аналогах условий 
(1.17), (1.17'), т. е. если эта задача при таких однородных условиях имеет 
лишь тривиальное решение 2 / = 0. В этом случае задача А0 имеет, и притом 
единственное, решение при любых D{ и Е-ь в условиях (1.17), (1.17'). 

Пусть.p.t (£—1, . . . , ft) — корни характеристического для (1.1) уравне­
ния (1.3). Общее решение уравнения (1.1) имеет вид: 

у(х) = ZJ c]wv ^ - : e x p p . ; . r . (1.4') 
i=i 

Для того чтобы выполнялись граничные условия (1.17), (1.17'.), коэффи­
циенты с- в (1.4') должны удовлетворять системе к линейных уравнений: 

к 
2 ^ о К ) с г Л ) , ( а - 0 , 1, . • . . , Л 1 - 1 ) , (1.18) 
к 
Е ^ W ^ ' ^ (P = 0, 1, . . . , f c 2 - l ) / (1.18') 

В случае разрешимости задачи А0 определитель В1 этой системы 

\Fa0(w1). . -Fad(wh) 
Вг ф0. 

;«—о, 1,..., fci-i 
|3=0, l , . . . , f t2- l 

Рассмотрим теперь задачу 4S: найти решение уравнения' 
* " ' 

Uu = L0u + 5] *Ч~,-M(fe+r) - 0 , (1.8) 

при условиях (1.17), (1.17') и дополнительных условиях 
^ o W - V f ^ - O , 1, . . . , ^ - 1 ) , (1.19) 

Fk2+8ti(u) = Eh2+e (s = 0, l , . . . , / 2 —1); • (1.19') 
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Возьмем дополнительное характеристическое уравнение 

г-0 
(1.10) 

Мы скажем: задача As регулярно вырождается в задачу А0, если среди кор­
ней уравнения (1.10) имеется 1Х корней'. — Х1? . . . , — Х^ с отрицательными 
вещественными частями, и 12=.1~-1г корней'. v1? . . ., vi2 с положительными 
вещественными частями. 

Характеристическое уравнение (1.11) имеет в силу леммы 1 корни 

^ = ^ + е 4 ( i = l , 2,- . . . t Л), - ^ = - l ( x . + ei') (£=1 /х), -f- = 
1 = ~т (vj ~f~ £i) (/— !>•••> У* Числа е{, г/, е* стремятся к нулю вместе 

с г: г{, ег', Б? = о (1). 
Общее ренюние уравнения (1.8) имеет вид: 

fe-H 

2 / 8 = 1 . 
i = i 

cjWp 

wj = ex^([ijx) ( / = 1, 2, . . ., /с), 

^ + r = £ f e iexp до, 

^ f t + Z i + s : Jexp 

( / • = 1 , 2 , . . . , / x ) , 

s ( * - l ) \ ( s = l , 2, . . . , / 2 

(1.20) 

Т е о р е м а 2. Если вырожденная задача А0 ((1.1), (1.17), (1.17')) раз­
решима и имеет место регулярное вырождение задачи А, в задачу А01 то 
при достаточно малом е задача Ав также разрешима и решение us этой 
задачи имеет вид: 

Уе^Уо+Ve + Ze. ( 1 . 1 6 ) 

Здесь у0 (х) — решение вырожденной задачи А0; vz — функция типа погран-
слоя (см. ниже формулу (1.25)); она стремится при s—>0 равномерно вместе 
со всеми своими производными к нулю на любом отрезке, внутреннем к [0, 1]; 
функция ze (х) стремится при s —> 0 равномерно к нулю вместе со всеми 
своими производными на всем отрезке [0, 1]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условия (1.17), (1.17'), (1.19), (1.19') в силу 
(1.20) примут вид: 

ь-и 
1 Fa0(w3.) с~ = Д , (a = 0, 1, . . . , ^ + / , - 1 ) , (1.21) 
i = i 
fe-M 

2 : / V K K = ^ (? = o, l, . . . , f t a +/ a - i ) . (i.2i') 
Заметим, что, в силу (1.20) при а < кх и г = 1, 2, . . . , /х 

/,..оК+1.) = £,[е^вхр(-^)]я = о = ̂ -(-Хг)« = 0(в); 
далее, при s = 1, 2, . . . , 12 и любом а > 0 

^ o ( ^ r J = 5 ( ^ e x p ( ^ l l ) ) _ o = 0(s). (1.22) 
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Поэтому первые кг уравнений (1.21) имеют вид: 

2 Fa, о &,)7, + ЦО(в) cft+r = Da (ос = 0, 1, . . ., кг - 1). (1.23) 
j= 1 Г— 1 

Аналогично, первые /с2 уравнений (1.21') имеют вид: 

2 ^ , , (w})c} +Y-0 (е) cfe,r == Я„ (p = 0, 1, . . . , кг - 1). (1.23') 
i = 1 г = 1 

При г = 1, . . ., /х; у>0> 

Fh]+T, о (й+г) = .*•!££- [ exp ( - ^ ) ] ̂  - .-* ( - > > - . 

При s = l , 2, . . . , / 2 , у > 0 , в силу (1.22), 

^ + г , о ( ^ г ч ) = 0(8) . 

Поэтому уравнения (1.21) при a ^ / q + y; v — 0, 1, . . ., /х — 1 запишутся 
после умножения обеих частей гт в виде 

2 зт F f ( 1 + , ; 0 (щ) с, + Д ( - M f t l+!c f t+r + g i О (з) ch,r , -

= sTZ)fel+.' (Y = 0, I , . . . , * / - ! ) - (1-23") 
Аналогично, уравнения (1.21') при (3 ==/с2 + о ; о = 0, 1 , . . . , / 2 —1 примут вид: 

Д гЩ12+К { (ws) с, + J О (в) сл+Р + 2J ( v j ^ 4 + l l + e = 

= s*Ek2+t (8 = 0, 1, . / . , Z 2 - 1 ) . (1.23'") 

При г = 0 уравнения (1.23), (1.23') перейдут в уравнения (1.18), (1.18') 
с определителем ВгФ 0. Уравнения (1.23") перейдут в уравнения: 

k ix 

2 FM.O Ю с,- + 2 ( - K)klch*r = An при т = О, 

S ( - U f e l + T c A + r = 0 П Р И Y = 1 » - - - ^ i ~ 1 -

Уравнения (1.23"') перейдут в уравнения: 

I j -^2,1 K ) ^ + 2(v8)ft2cft+ii+-s = ^ 2 П Р И й = 0» 

(1.24) 

s = l 

2 (^s)"2f8^+ii+s = 0 при Ь =,= 1, . . ., / 2 - 1. 
s--=--l 

(1.24') 

Детерминант Z? предельной системы (1.18), (1.18'), (1.24), (1.24') равен: 

В = В^В^В^, 
где 5 , Ф О, i?2 =-.! ( - \f^ \ 2 Ф О, Д3 = | № U , , . . . . ,2 * О, 

"f=0, 1 /i—1 5-=0, 1, . . . . 12- .1 

Поэтому Б =£ 0. 
Коэффициенты и правые части системы (1.23) — (1.23"') с детерминан­

том Вв стремятся при s—»0 к коэффициентам и правым частям предельной 
системы (1.18), (1.18'), (1.24), (1.24') с детерминантом Вф О. Значит, при 
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г —> 0, Вв —> В ф О. Следовательно, при достаточно малых ъ Bs ф 0 и задача 
Ае разрешима. 

Решения с- (./ = 1, . . ., к+1) системы (1.23) — (1.23'") стремятся к реше­
ниям с,-(/= 1, . . . , & + /) предельной системы (1.18), (1.18'), (1.24), (1.24'): 

с;. = с. + т]г т];. - » 0 при г —> 0 (/ = 1, 2, . . ., к 4 / ) . 

Итак (см. .(1.20)), решение уг задачи Лв имеет вид: 
k+i 

У* X (Сг + îi) 
i = l 

Введем обозначения. 
h 

3 = ^ ( C i + T ^ ^ - y o ^ ) , 

Тогда 

Так как г/0 решение задачи А0 — имеет вид: 

г = 1 

^ : e^i* - e^i+si>* (г - 1, 2, . . . , к), 
то 

k h 

г = 1 г—1 

Поскольку при г—>0 тп —>0 и £t —> 0, то ze при £ - ^ 0 стремится равно­
мерно на отрезке [0, 1] вместе со всеми своими производными к нулю. 
Наконец, 

i ii 

v>- У} (<W ^ %+r) Щ*г - eki ^ (ck r + Ъ+r) e x P ( - - ? ) - + 
r-=l r=--i 

Первая сумма справа в (1.25) при г—>0 стремится равномерно к нулю 
вместе со всеми своими производными на [0, 1] вне любой окрестности 
точки. х = 0, а вторая сумма —вне любой окрестности точки .т = 1. 

Теорема доказана. 
П р и м е ч а н и е 1. ve носит характер погранслоя А -̂го порядка в ок­

рестности точки х—-0 и А2-го порядка в окрестности точки х—\. 
П р и м е ч а н и е 2. Теорема осталась бы справедливой, если бы усло­

вия (1.19), (1.19') были заменены условиями: 

Fkl+r, о Ы - e-'At1+r (/-=0,.l, . . . , / r - l ) , 
^fe2+8, J (?h) = е"" 8^Л2 + 8 (* = 0 , 1 , . . . , / 2 - 1 ) . 
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П р и м е р 1. В задачах п. 2 вырожденная задача ^40 есть задача Коши, 
которая разрешима. Если вырождение задачи Ав в задачу А0 регулярно, 
то и задача Аг разрешима при малых Б И имеет место представление (1.16), 
описанное в п. 3. 

П / р и м е р 2. Пусть задача А0 заключается в решении уравнения 

при условиях y(0)^Dv у (\) Ег Так как нуль не является собственным 

значением оператора Ь0 = ~г^ при условиях у (0) ^ 0, у (1)^=0, то задача Лс 

разрешима. 
Задача Аг заключается в решении уравнения 

Lty=-**y™ + *2a#'" + tf = () 
при прежних двух граничных условиях и дополнительных условиях 

y'(0)=D2, у'(1) = Е2. 

Дополнительное характеристическое уравнение имеет вид: 

При любом аа оба корня этого уравнения, -- а3 + lA*| + 1> — вещественные, — 
один положительный и один —отрицательный. Условие регулярности выпол­
нено. Задача Ав разрешима и ее решение имеет вид (1.16), где vB — функ­
ция типа погранслоя первого порядка в окрестности точек х — 0 и ж = 1. 

4. Заметим, что коэффициенты ct =c t(e), c{ (0) =̂  с{ и показатели 

fM - P-i (г), T i (0) = tv >ч - h (*)X (0) = Xit \ = v, (г), ~ { (0) = v4 (см. (1.23) -
- (1.23'"), (1.20)) в нашем случае являются аналитическими функциями е. 

Поэтому в формуле (1.20), 

2 t c ^ ^ = ^ V ; " T Д с ,-еТ - + г ^ (*)+•••• ! - г"дап (*)+ 
Ц s" ' X Да, .*) ,- ш0 (ж) Ч- aw, (х) -j- . . . + е»шп (ж) -Ь e"<%„•, (8, ж). (1.26) 

к 
Здесь ^'оС^ — Т с / ^ , 1г'- (.г) (Ь= 1, 2, . . ., /г)- ограниченные вместе со 

всеми своими производными функции х, wn+1(e,x) ограничена равномерно 
по е (для 0 < е < г0, где s() — достаточно малая константа) вместе со 
своими производными по х. Имеем также 

2 c f c + r e*e" " = - e ^ 0 0 + eh-+-it;104- . . . г ^ ^ н - ^ о т е ^ ^ ^ ь , (1.27) 
r--_-1 

где <y0 0='S cfe ̂  £ - иограыслой нулевого порядка в окрестности точки 
Г г- 1 

. Х - 0 , 
/;i \rx \г—\г * h Xrx 

^ I O ^ S 6 £ ^ & + ' е е Я ) | « = о - - 2 в е К+г-"Сл+гХгаж], 

d /~. v j > 1 d%\ d> •fen­ ds (cft+r)|e=o» Ч2 "2! ds2
 t=ao" 
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v10 — функция типа погранслоя нулевого порядка в окрестности точки 
х=0. Аналогичное строение имеют функции vi0 при г = 2 , 3 , . . . , причем 
каждое vi0 есть сумма многочленов от х i-vo порядка, умноженных 

на е s ; vl0 суть «многочлены» типа погранслоя нулевого порядка.. Точно 
так же имеет характер погранслоя и остаточный член en+pvn+p—ki,o (£, #)• 
Он является величиной (равномерно по х) порядка зп+р, а его производная 
по х /-го порядка есть величина порядка гп+р—э. Аналогичное разложение 

h 
будет и у суммы ^ ck+h+sexp f-~-±^~ \ и> соединяя его с разложением 

s — 1 

(1.27), мы получим: 

j — 1 r = i s = 1 

= вЧ>0 + в*+» » ! + . . . + 8"+Ру„+р_й, (1.28) 

где k = min(kv k2)\ ui суть функции типа погрансл.оя (кг — к)-го порядка 
в окрестности точки х =• О и (к2 — &)-го порядка в окрестности точки х = 1 
и вида, аналогичного функциям ^00, и1 0 , . . . Остаточный член e"+2°yn+p__£ 
является функцией типа погранслоя порядка k1

J
rnJrр — к в окрестности 

точки х = 0 и порядка к2-\-п + р — к в окрестности точки # = 1 . Этот 
остаток имеет равномерно на [0, 1] порядок sn+p, а его /-я производная 
порядок, на / единиц меньший. 

Из (1.26) и (1.28) следует асимптотическое представление решения ?/£ 

задачи Аг: 

уе (х) == [w0 + еш, + .. . + enwj + s* [v0 + ev, + .. . + a ^ - * - 1 ^ ^ ^ ] + z (s, x), 
(1.28') 

где функции wi (x) ограничены вместе со всеми своими производными; 
vi~функции типа погранслоя описанного выше вида; остаток z(s, х) = 
= sn+1wn+1 (s, x) + en+pvn+p_k(^, %) есть величина порядка zn+i (/?> 1) вместе 
со своими первыми р~\ производными по х; производная же р~~1 + /-го 
порядка имеет порядок гп+[~К 

П р и м е ч а н и е . При исследовании поведения решения уравнения (1.8) 
в окрестности точки %=1 естественно сделать замену переменного 
хх = 1 —х, и тогда уравнение (1.8) примет вид: 

S (- ^r^r~^r+ 2 M-U'SH. (i.29) 

Граничные условия в точке # = 1 превратятся в условия в точке х1 = 0. 
Для уравнения (1.29) дополнительным характеристическим уравнением 
будет уравнение 

аС0 = 2(-1)*+Ч+1.*г = <). 0-30) 
г=0 
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корни которого отличаются знаком от корней уравнения (1.10): Q0 (X) = 0. 
Число 12 корней последнего уравнения с положительными вещественными 
частями равно числу корней уравнения (1.30) с отрицательными веще­
ственными частями. Уравнения Q0 (),) = 0 и Q1(i) = 0 будем называть допол­
нительными характеристическими уравнениями в точках х = 0 и х=1 
соответственно. Условие регулярности вырождения задачи Ав в задачу AQ 

означает, что каждое из чисел lv L корней с отрицательной вещественной 
частью дополнительного характеристического уравнения в граничных точ­
ках соответственно х = 0 и х = 1 совпадает с числом граничных условий 
(1.19), (1.19') в каждой из этих точек для задачи Аг, выпадающих при 
переходе к предельной задаче А0. Такое определение регулярности выро­
ждения в следующем параграфе будет перенесено на обыкновенные урав­
нения с переменными коэффициентами, а в дальнейшем — на уравнения 
в частных производных. 

k 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. Пусть уравнение (1.3): PQ (р.) = У a.\i] 

i=0 
имеет корни рг, р.2, . . ., \ik (корни могут быть и кратными); пусть рч = p.i+1 = . . . 
. . , = v-i+^i = p. — корень кратности р этого уравнения и пусть Sa (р.) обозначает 
окружность радиуса а > 0 вокруг точки р.. При достаточно малом а внутри 
Sa([i)y кроме р., нет других корней уравнения (1.3). Тогда логарифмиче-

и 
ский вычет Р0 по Sa равен р: Bs (Р0) = р. Многочлены />е(р.)=: ^ а.^ + . 

а i=o 
i 

+ 2J ак+Т
гГРк*г стремятся при а —>0 равномерно на Sa к многочлену Р0(р) 

и потому логарифмический вычет Ре: Bs (Рг)—>В$ (P0) = р. Но так как 
логарифмический вычет есть число целое, то при достаточно малых г > 0 
Bsa(Pt) = Р- Но тогда внутрь Sa попадут ровно р корней (в смысле суммы 
кратности) уравнения Ръ(р) = 0, которые мы обозначим через pi7 p. i+1,. . . 
. . ., p- i+p_ r Отсюда 

|Уч+> —Pi+jl = lf1i+j---H < а (/ = 0, 1, . . .,/? —1). 

Так как а > 0 можно выбрать произвольно малым, то отсюда следует, 
что lim p4+j- = \ii+. (/ = 0, 1, . . . , / ? — 1). Аналогичные соотношения имеют место 

е-* 0 

для всех корней р{: Hm \i{ = p.- (г = 1, 2, . . . , к). 
8 - 0 

Если умножить уравнение РЕ (р.) =--- 0 на ek и сделать замену ер, = v, 
то получим: 

i 

shPB {у.) = 2 flfttrvh+r + е а ^ / " 1 + • • • + * Ч = 0. (1.31) 
г=0 

Обозначив через vx, . . . ,v z отличные от нуля корни уравнения 

^ ? о М = 2 aft,rvfc+r-=0, (1.32) 
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получим, как выше, что уравнение (1.31) имеет корни v2 (s), . . . , v, (e), 
сколь угодно мало отличающиеся от Vj, . . . , v ( : 

vr (г) — vr -=-- г'г, г'г —> О при г—> 0. 

Таким образом, уравнение (1.31) имеет корни 

При достаточно малом г конечные корни ц. (г = 1, . . ., А) не могут равняться 

корням ufe+r -—- (г=\, • • - , / ) , и эти А;-}-/ корней исчерпывают все корни 

уравнения Рг (и) = 0. Лемма доказана. 

§ 2. Обыкновенные дифференциальные уравнения 
с неременными коэффициентами. Основной итерационный процесс 

1. В предыдущем параграфе мы пришли к асимптотическим предста­
влениям (1.16) и (1.28') решений задачи Ав в случае ее регулярного вы­
рождения. Эти представления вытекали из формул (1.4) и (1.20), с помощью 
которых явно выражались решения как вырожденной задачи А0, так 
и невырожденной задачи Ав. Такие представления имеют место во многих 
задачах, связанных с соответствующим обобщением понятия «регулярного 
вырождения». 

При отсутствии, явных выражений для решений задач Ае и А0 мы 
будем пользоваться некоторыми рекуррентнымц процессами. Мы опишем 
эти процессы на примере обыкновенных дифференциальных уравнений 
с переменными коэффициентами и перенесем их на случай уравнений 
в частных производных. 

Определим теперь линейные операторы Ls и LL£ действующие на до­
статочно гладкие функции и(х) переменного х, определенные на отрезке 
0 < я < 1 : 

№ = 2 а, (х) £ , ah (х) * 0 при х 6 [0, 1], (2.1) 

Leu = LJ&u + 2 гГак+г (х) j^-r. £ > 0, ак+г (х) Ф 0 при х g [0, 1]. (2.2) 

Будем считать коэффициенты а- (х) (/ = 0, 1, . . . , к + /) достаточное 
число раз дифференцируемымих). Разложения этих коэффициентов в окре­
стностях точек х = 0 и ж = 1 с остаточным членом (7V+l)-ro порядка 
дают нам: 

N 

>Ax)^aJoArllaj,s,Qx' + aj,Nhly0(x)xN+i (2.3) 
s—1 

х) Легко подсчитать, наличие скольких производных у коэффициентов а; (х) доста­
точно для проведения нижеследующих выкладок. 
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и, если положить хг = \ — х, 
N . _ • 

Здесь aj0 = a,- (x) |ж = 0 , я д = aj (x) \x=i. 
Задача А0 заключается в решении уравнения 

Z*0 = ft£U (2.4) 
при граничных условиях 

dxl 

diw 
dxi 

: =0 ( i - 0 , 1, . . .", V D > (2.5) 
|ac=0 

0 (/ - 0 , 1 , . . . , A 2 - 1: К : к кл). (2.5') 
\x=l 

Задача Ле заключается в решении уравнения 
L£ws - /ф:) (2.6) 

при граничных условиях (2.5), (2.5') и дополнительных условиях 

- 0 (/•--О, 1, . . . , / , - 1 ) , (2.7) 
с=0 

dh^'u. 

- О (5-0, 1, ..., / 2 - 1 ; /g-Z-Zi). (2.7') 

Можно было бы граничные условия взять неоднородными, но этот случай 
обычными методами свелся бы к случаю однородных условий. 

Функцию h(x) будем считатф достаточное число раз дифференцируемой. 
Мы считаем задачу А0 разрешимой, т. е. предполагаем что нуль не яв-: 

ляется собственным значением оператора Lj/iipw граничных условиях (2.5),, 
(2.5'). Будем считать задачи .!> при достаточно малых з разрешимыми,-, 
не входя в разбор вопросов о связи разрешимости задач Л0 и Л£, как это1 

было сделано в § 1. 
Поскольку функция х)гв разложении (1.16) типа погранслоя, т. с. 

заметно отличается от нуля лишь в окрестностях граничных точек # = 0 
и х = 1, то естественно, что при определении аналогичной функции в нашем 
случае мы можем в первом приближении считать в уравнении (2.6) коэф­
фициенты а- (х)г постоянными, равными соответственно а-0 а- (0) в окрест­
ности точки х =г- 0 и a-Y а- (1) в окрестности точки х 1. Фигурировавшее 
в предыдущем параграфе дополнительное характеристическое уравнение 
в точках # — 0 и х I вводится и в нашем случае, именно это уравнение 
в точке х ==0: 

QoM--? eft.„obr--=rt, (2.8) 

в точке х = 1: 

&G0 = i f (-l)k+ea*,,.iP* - 0 . (2.8') 

Мы перенесем на наш случай и определение регулярности вырождения: 
вырождение задачи Аг в задачу А0 — регулярное, если число корней (с отри-



28 М. И. В И Ш И К и Л . А. Л Ю С Т Е Р Н И К 

цателъной вещественной частью) характеристических уравнений (2.8) (в точ­
ке х = 0) и (2.8') (в точке х=1) совпадает соответственно с 1х и 12, 
т. е. с числом граничных условий (2.7) и (2.7') в этих точках, выпадающих 
при переходе от Ав к А0. Смысл регулярности вырождения состоит в том, 
что функции типа погранслоя в окрестности граничных точек, аналогич­
ные функциям v0, vv . . . в формуле (1.28'), которые мы будем последова­
тельно строить, имеют столько степеней свободы, сколько невязок в выпол­
нении граничных условий (2.7), (2.7') они должны компенсировать. 

Оператор Ls представим в виде (2.2) как многочлен от е. Мы приведем 
другое его представление в окрестности точки х = 0. Именно, введем новую 

переменную £ = —, х = zt. Тогда формула (2.3) запишется в виде: 

а, (х) = а /0 + 2 ah8tQs°t* + s i Y + 4 \ N+u 0 (x)tN+i. 

Для / < k достаточно представить а- (х) в виде 

as(x) = aj0+ J) ah,t0*4t + *N+i+i-kaJtN+l+j^,0(x)tN+1+i-k. (2.3») 
S = l 

~ d 1 d dJ _/ d> r> далее, -r- •= Tt- , — = г J —. . «Значит, 
dx г dt dxJ dU 

i=o r=o 

,= ^j eft Ч (ж) — + 2J V , («) ̂ W • 

Отсюда в силу (2.3) (при />k) и (2.3") (при / < & ) , объединяя члены при 
одинаковых степенях в, получаем: 

N 
ekL§u - М0и +• 2 eiRjU + sN+iRN+iU. (2.9) 

i=i 
Здесь 

M0U— 2J ak+r,o dik+r 
r=0 

— линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами; 

ti^U — 2J tak+r,l,0 dtk'hr ak-l> 0 "^fe-i ' 

и, вообще, при l < z < i V , i ? ^ есть линейный дифференциальный оператор 
с коэффициентами —степенями £ не выше г; RN+\ есть линейный дифферен­
циальный оператор, каждый из коэффициентов которого является произведе­
нием ограниченной функции (типа а^ дг+i, о (х)) на степень t (не выше iV-f-1). 

Аналогичное расщепление оператора L. можно произвести в окрестности 
точки . г = 1 (т. е. хг== I —х ='0), с использованием замены переменных 
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t1~^=z—- и разложений (2.3'): 

N+1 
ekLeu = М1и+ ^ ajRn и, (2.10) 

3=1 

^ ^ ( - Г а ь м ^ . (2-Ю') 

Ru — операторы, аналогичные соответствующим операторам R{, l < z < i V - f l. 
Главными частями оператора Leu в окрестности точек 0 и 1 будут соответ­
ственно операторы £_/W0, s ^ M j , т. е. линейные дифференциальные операторы 
с постоянными коэффициентами. Для дифференциальных уравнений 

i 

М^ = 2 а ^ г , 0 ^ = 0, (2.11) 
г=0 

I 

M 1 « H , ( - l ) k 2 ( - l ) r « f c + r , x ~ ^ = 0 (2.11') 

характеристические уравнения (в силу (2.8) и (2.8')) запишутся соответ­
ственно в виде 

Xfc&(X) = 0, (2-12) 
^ х Ы = 0. (2.12') 

Корни этих уравнений, отличные от нуля, совпадают с корнями уравнений 
(2.8) и (2.8'). * 

Мы опишем рекуррентный процесс, дающий асимптотическое пред­
ставление вида (1.28') решения ие задачи Ае. Мы его опишем сначала для 
случая, когда задачи А0 и Аг суть за дачи** Копти —все к условий задачи А0 

и I дополнительных условий задачи Аг задан* в точке х = 0, т. е. когда 
в (2.5) к1 = к и в (2.7) 1г = 1; ft2=Z2 = 0, т. е. условия (2.5') и (2.7') отсут­
ствуют. 

Решение уравнения LeuB = h при условиях (2.5) и (2.7) (кг = к, 1г = 1) 
можно представить как сумму одного из решений w уравнения 

Lew = h (2.13) 

и решения однородного уравнения 

Lev^0 (2.13') 

такого, что w-\-v удовлетворяет граничным условиям (2.5), (2.7). 
В первом приближении1) уравнение (2.13) заменяется уравнением (2.4) 

и если потребовать от w выполнения граничных условий (2.5), получим: 
w = w0> где w0 — решение задачи А0. 

Но для wQ не выполнены граничные условия (2.7). 

Шю 

х) Если решение w искать в виде w~w л- zwi-\-
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В качестве первого приближения к решению v уравнения (2.13')г) возь­
мем решение уравнения (2.11): M0v0 == 0, потребовав, чтобы v0 компенсиро­
вало невязки для w0 в выполнении условий (2.7), т. е. чтобы 

dk+r(w0 + v0)\ 
\х—0 Т**—\- ^ ° ( ' - О ' 1 ' • • • ^ - 1 ) 

или чтооы имели место условия: 
dk*rv0 

dxh+r 

При этом естественно потребовать, чтобы это решение имело характер 
погранслоя. 

Требование регулярности вырождения означает в нашем случае, что 
дополнительное характеристическое уравнение (2.8) имеет ровно 1 = 1г кор­
ней: — Х15 . . . , — Хг, с отрицательными вещественными частями. Числа 
— Xi являются корнями характеристического уравнения (2.12) для диф­
ференциального уравнения (2.11). Предположим, как мы это делали выше, 
для простоты, что числа — Х- попарно различные. Каждому из них отве­
чает частное решение 

уравнения (2.11). Требование, чтобы решение уравнения (2.11) имело харак­
тер погранслоя в окрестности точки х — 0, эквивалентно в нашем случае 
требованию 

Общим решением типа погранслоя уравнения (2.11) будет: 

2 с . е х р ^ - у У 2 < ч е х Р ( - т ) ' (2-1 5) 
г - 1 г = 1 

Оно содержит столько же произвольных постоянных cv сколько граничных 
условий (2.7) задачи Ав выпадает при переходе к вырожденной задаче А0. 
Мы будем искать решение уравнения (2.11) типа погранслоя к-то порядка 
в виде 

/ i 

vn - s%:-sb ^ C l exp( - > . . 0 = з " £ C . e x p ( - X f ) (2.15') 

так, чтобы 

• ^о + ^ о ' - ^ ' о + ^ о 
удовлетворяло условиям (2.7). Получаем I условий (2.14): 

- ^ K + £ ' 4 ) i = 0 (>- о, 1, . . . , / - i ) , . 

т. е. 
dk+rVo 

dx^r 

_h dk+rw0 

dxh+r x - 0 

т) Если это решение и искать в виде y = i>0 + sOi + 
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ИЛИ 

dk+rv0 

dtk+r 
k+r a vo 

dxk'r x-^0 dxk 
dk+rw°\ (r 0, 1, . . . , / - 1 ) . (2.16) 

Подставляя в (2.16) vQ У с- exp ( -->ч£), получаем систему / линейных 

уравнений относительно I неизвестных с- (I - • 1, . . ., /): 
i 

1—1 

Детерминант этой системы (типа Вандермонда) при сделанных нами пред­
положениях о попарном неравенстве чисел >ч отличен от нуля. Отсюда 
находим решения с- системы (2.17). При s •--0 эта система переходит в си­
стему 

2 ( - > , , ) Ч о - Л с | ] 
dxk 

I i v (2.18) 

i=i J 

Определяемые из (2.17) числа ci отличаются от определяемых из (2.18) 
чисел ci0 на величину порядка 0(e): сь = с10 + О (а), точнее ci-=ci0-j

r 

~Ь S °^£ ' г д е йв—-константы. (Можно было бы уточнить наше расщепле-

иие, разлагая в выражении (2.15) коэффициенты ci по степеням г, но мы 
этого делать не будем.) 

Сумма wQ + и0 = wQ-\-zhv0 удовлетворяет.граничным условиям (2.7), но v0, 
а значит и w0-\-v0> уже не удовлетворяет условиям (2.5). Для того чтобы 
компенсировать невязку в выполнении этих условий, введем функцию 

i 

за0= _ 8 * 2 с{ [ l + ( - y ) + • • • + - ^ 4 i > r ( - M ) f t - 1 ] ^ 
г = 1 
/, 

= - « 2 <ч [ 3 f t - - 3 f t - V + • • • + ( F i T ) T ( - M O * ] • 

a0 есть многочлен степени меньше к от ж (или £); поэтому условия (2.7) 
для него автоматически выполняются. С другой стороны, для 

4 , - ! - « o = - « k S c l [ e x p ( - X l 0 - 2 J 1 ^ ] 
{=-•--1 .S----U 

выполняются к условий (2.5). Значит, сумма 

удовлетворяет всем к+l условиям (2.5), (2.7). 
Построим следующие приближения к решению иг задачи /1£, исходя 

• из найденного приближения. 
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Ищем их в виде 
uB=.(w0 + ew1+ . . . + zmWm) + (v0 + av1+. • • +*NVN) + 

+ г К + sai + • • • + eNaN) + zm, Vj = ekvf, 
где zm — невязка. Имеем в силу (2.2) и (2.9) 

• I m N 

h = Ltu.={[Lu+ У e«L f t + , ) [K + 2 в Ц ) + г ( а 0 + 2 в>а,)]} + 
„ 'N. s = l i = l j = l ' 

A7+l iV 

+ {e-k(M0+ 2 *8дв)(0о+ 2*4)1+ £•*,»; С2-19) 
s = 1 , r— 1 

вторую фигурную скобку, полагая vr = еЧ> можно записать в виде 
2V+1 _ N _ 

[М0+ 2 ввЛв)(о0 + 2 «Ч)> (2.20) 
S — 1 Г = 1 

где г^0, у0 и а0 уже нам известны, причем L^o = h, M0v0 = 0 и ^ 0 + sfet»0 + 
+ £ао удовлетворяет всем граничным условиям задачи Ае. 

Предположим, что мы уже построили wjy vp aj для 0 < / < £ — 1 , и что 
для них выполнены следующие гипотезы индукции: 

1) Wj и ^—ограниченные на [0, 1] функции вместе со своими произ­
водными до определенного порядка. 

2) x)j = e.hVj носит характер погранслоя к-ro порядка в окрестности точ­
ки х = 0, точнее: 

_ i 

о, = вЧ-, = е" £ c 1 / e x p ( - X i 0 , (2.21) 
i—i 

где сtj — многочлены относительно t. 
3) Wj-\-za.j-\-Vj удовлетворяет всем граничным условиям задачи Аг, 

т. е. условиям (2.5) и (2.7). 
Объединим в первой фигурной скобке (2.19) все члены при а1 (г>0) 

и приравняем их нулю. Получим 

I$»i = - f £ * Л . - VQ **• A-p-i- (2-22) 
Здесь [i] означает min(i , / ) . Берем решение wi этого уравнения, удовле­
творяющее граничным условиям (2.5) задачи А0. Аналогично, объединяя во 
второй фигурной скобке члены при г1 и приравнивая их нулю, получим: 

мД=-2-яЯ.- (2-23) 
В качестве vt возьмем то решение уравнения (2.23), которое: во-первых, 
есть функция типа погранслоя в окрестности точки х = 0 и, значит, 
у. = гки-ь — погранслой А:-го порядка, во-вторых, vi

J
rwi удовлетворяет усло­

виям (2.7), т. е. vh удовлетворяет / условиям, аналогичным (2.16): 

„г dk+rWi I 'Vh 

dtk+ 
= — s 

t=0 dx*+r x=Q 
(r = 0, . . . , / - 1 ) . (2.24) 

Такое решение vL можно найти в виде vL = рь (t) J
rql (t), где ^ ( ^ — некото­

рое частное решение неоднородного уравнения (2.23); qb(t) есть решение 
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соответствующего однородного уравнения (2.11). Напомним, что в силу 
условия 2) (см. (2.21)) все функции vt_s (s > 0) имеют форму линейной комби­
нации от ехр ( — \jt) с коэффициентами — многочленами по t. В операторах Ra 

( s = l , . . . , i) коэффициенты при дифференциальных операторах J^L. — тожи 

многочлены по t. Поэтому правая часть (2.23) имеет вид: ]jf В- ехр (— Х )̂» 
где В. = Bj (t) — тоже многочлен от t. Мы можем найти решение p{(t) 
уравнения (2.23) также в форме \ Cj (t) ехр ( — Х^), где С- (£) — многочлен 
от г степени, на единицу большей чем Bj(t), который отыскивается мето­
дом подбора коэффициентов. Далее, qL (t) находится как решение уравнения 
(2.11) при граничных условиях 

dk+rqi 
dtk+r 

dk" dk+r
Pl 

* - 0 dtk+r t=0 
(2.24') 

с тем, чтобы vb = pi + qi удовлетворяла условиям (2.24). Функция qh имеет 
вид (2.15), а значит, i\ =- ehv• = ek (рг + qL) имеет вид (2.21). 

Найдя vL, строим теперь функцию sai в виде многочлена (к— 1)-й сте­
пени по t (так же, как мы выше строили sa0) с тем, чтобы функция 

удовлетворяла всем условиям (2.5) и (2.7). 
Итак, наш рекуррентный процесс сводится к последовательному решению 

уравнений А-го порядка (2.22), отличающихся лишь правыми частями от 
вырожденного уравнения (2.4), и к решению уравнений (2.23) с постоянными 
коэффициентами. При этом процессе сохраняются все предположения индук­
ции. Мы можем предположить в нашем случае N = т. Обрывая процесс на 
m-ом шаге, мы добьемся, что в формуле (2.20) погасятся все члены при ES ДЛЯ 
s = 0, 1, ..., m, как в первой, так и во второй фигурных скобках. Следова­
тельно, в нашем случае будет: 

h ~Ьгиг = h+ em+igm + LBzm, (2.25) 

где e™+1gm есть сумма конечного числа членов при em+s, s > l . Итак, 

L*m=-*m+1gm- (2-2 6) 
Отсюда нам надо вывести, что в известном смысле z.m мало и имеет 

порядок малости j ™ i i / Д л я того чтобы говорить о «малости» некоторой 
функции, обычно рассматривают ее как элемент некоторого банахова про­
странства В2, естественно связанного с задачей, и тогда малость функции zm 

означает малость ее нормы |[zmj|2 в В2. Результаты о малости ||z.m||2 и о ее 
порядке вытекают обычно из известных оценок для норм в В2 решений 
краевых задач через нормы правых частей | | sm + 1gm | | i в некотором, быть 
может другом, банаховом пространстве Вг. Эти оценки, в применении к 
нашему случаю, как правило, имеют вид || zm ||2 <.K01| sm+1§p

m||1. Допустим, 
что каждый член при sm+s имеет ограниченную норму в некотором бана­
ховом пространстве В±; значит, || gm ||1 = О (1),- || 1̂  — норма в Bv 

Далее, так как иг и все суммы ( a ^ - f ^ - i eaL) (i -— 0, 1, . . . , т) удовлетво­
ряют граничным условиям (2.5), (2.7) задачи Ле, то этим условиям удовле-
3 Успехи матем. наук, т. XII, вып. 5 
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творяет и zmr Мы сделаем гипотезу о равномерной разрешимости задачи At 

относительно е, т. е. предположим, что задача Аг: LByB = g, при условиях 
J2.5), (2.7) разрешима для любого достаточно малого £ и любого g£Bv 

решение ее единственно (для задачи Коши это удовлетворяется автомати­
чески) и для всех достаточно малых в 

I I M 2 < * . l l e l l i . (2-27) 

где К0~ константа, не зависящая от г0
г). Тогда из (2.26) следует: 

zm = ^rn+izm, || zm\\2 = 0(1) . Мы приходим к разложению 

т m 

и. = ^ о + 2 е * ( ^ + « 1 - 1 ) + 2 ) е Ч + £ т + 1 ^ (2-28) 

где zm =zm + am. Здесь ^ — решение з а д а ч и ^ . wi и at — функции, равно-
мерно ограниченные на [О, 1] вместе со своими производными до определен­
ного порядка, vs — функции типа погранслоя А:-го порядка, \\zm \\2= 0(1). 

Перейдем теперь к более общему случаю,4 когда граничные условия 
для вырожденной задачи А0 и невырожденной задачи Ав задаются и в точке 
х = 0 и в точке х = 1 (т. е. наряду с условиями (2.5) и (2.7) фигурируют 
условия (2.5') и (2.7')). Пограничный слой возникает не только в окрест­
ности точки х -= 0, но и в окрестности точки х = 1. Мы заранее предположим, 
что выполняются три условия: 

I 1) Задача А0 разрешима при любом h£ Bx (это значит: нуль не является 
собственным значением оператора Lk при условиях (2.5) и (2-5'))-

\ 2) Вырождение задачи Аг в задачу .40 — регулярное, т. е. уравнение (2.8) 
| илеет 1Х корней — \ v — Х2, . . . , — Ц , а уравнение (2.8х) — /2 корней — v1? 

j — v2, . . . , — vi2 с отрицательными вещественными частями (что совпадает 
с числом условий (2.7) и (2.7') в точках х =О и х=1). 

3) Задача Ав равномерно разрешима (т. е. выполнено (2.27))2). 
/ Мы оставляем сейчас в стороне вопрос, вытекает ли условие 3) из 

{условий 1) и 2) (как это имело место для задач § I)3). 
Проведем итерационный процесс, описанный выше и приводящий к раз­

ложению (2.28), в нашем случае. Функции w0 (решение вырожденной задачи), 
wv . . . , wm определяются так же, как выше. 

Функции vi (1 = 0, 1, . . . , iV) —типа погранслоя мы должны строить 
отдельно в окрестности точки х = 0 и в окрестности точки х=1. 

г) Как мы увидим в следующем параграфе, норму || ||2 естественно брать зави­
сящей от е. В качестве пространств Вг и В2 в настоящей работе мы чаще всего будем 
брать пространства W(

2
S) или пространства С. Подробнее об этом см. §§ 3, 4, 7. Упо­

требление обычной гильбертовой метрики не всегда целесообразно, так как в этой 
метрике погранслой имеет норму, бесконечно малую с s (см. § 5). 

2) Достаточные условия равномерной разрешимости приводятся в следующем пара­
графе. 

3) Недавно, студент МГУ А. Б. Шабат доказал, что при весьма общих предполо­
жениях условие 3) в самом деле является следствием условий 1) и 2). 
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Функция v00 = zklv0Q типа погранслоя в окрестности точки х = 0 строится 
так же, как выше, путем решения уравнения (2.23) при i'= О, только I 
условий (2.24) заменяются 1г условиями 

d k ^ t'oo 
d№ 

^ s
f e i+ r dfcl+l 

^00 

t=0 dx[ Hi+r = — 8' 
rffti+^ ^o 

x—Q dxl ,fti+r эс=0 
(r = 0, 1, . . . , ^ - 1 ) . 

Функция i>00 = £fel^00 имеет характер погранслоя /q-го порядка вида, анало­
гичного (2.15'): 

h h 

о̂о = £*%о = £fel 2 ci ехР ( ~ V) = ekl 2 CJ exP ( Л, 
i = i i = i 

Функции ui0 —S^IL'JQ (i = l , 2, . . . ) определяются последовательно из урав­
нений (2.23) с условиями типа (2.24): 

d f c4 *Чо 
d* ̂ 1 + Г 

r dk^rWi 

t=0 dx hi+r x=Q 
( /•-О, 1, . . . , /x — 1); (2.29) 

уi0 является погранслоем А\,-го порядка: vi0.--- aklvi0 =- skl У] ctj exp ( —X^) = 
i = i 

~ s f t l ^ ci;- exp ( — X;. — ) , где ci;. — многочлены от t = ^-. Аналогично строятся 
i = i 

if функции v01, vn, . . ., t̂ -3, . . . типа погранслоя /с2-го порядка в окрест­
ности точки ж = 1 . ' 

Мы исходим из разложений (2.3') коэффициентов (вместо (2.3)). Вместо 

переменного t — — мы вводим в окрестности точки # = 1 переменное ^ = —- , 

где х1 = 1—х. Разложению (2.9) оператора Ьг в окрестности точки х = О 
отвечает следующее разложение в окрестности х=1 ( ^ = 0): 

N 

skL,u = М1и+ Y QiRjiU + zN+iBN+i, iu. 
i = i 

Здесь Мги — дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами 
i 

Ему отвечает характеристический многочлен (см. (2.8')) 

Для уравнения с постоянными коэффициентами 

MlVoi - 0 (2.30) 

характеристическое уравнение [LkQ1 (р.) = 0 имеет, по предположению, /2 кор­
ней: — \ , • • - , — vj2, с отрицательными вещественными частями. Каждому 

3* 
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из них отвечает решение уравнения (2.30) типа погранслоя: ехр( — v-*±) = 

'= ехр ( — v. -±- j == ехр ( — v̂  ~^- j . Граничным условиям (2.16) отвечают 

граничные условия 

4 i I _, (__ i)h*+r
&k2+r.rfft2+4i 

dxk^ 

X--1 

( r - 0 , 1, . . . , la- 1). (2.31) 

Из этих /2 условий мы находим /2 коэффициентов б?0- в представлении 

^oi == £ ^ o i - £fe2 ^ d0j ехр ( - v.*,); 
з=^ l 

v01 есть погранслоы fc2-ro порядка в окрестности точки ж = 1 . Затем 
последовательно находим vL1 ( i = l , . . . , Л^) из уравнений вида (2.23): 

М^-а= — ^ -^з, iyt-s,i» Условий типа (2.29) и требования, чтобы va было 

функцией типа погранслоя в окрестности точки х = 1. vix = г/г2Уи оказываются 
функциями типа погранслоя /с2-го порядка — линейными формами от ехр ( — v^J 
с коэффициентами — многочленами от t}. 

Далее, al0 (i — 0, 1, . . . ) , a u (г = 0, 1, . . . ) определяются так же, как 
выше aL, с тем, чтобы функции wi •+ vi0 + sai0 удовлетворяли ^ - [ - / j усло­
виям (2.5) и (2.7) в точке #--= 0, а ^ + a t l + гсхц — (к2 + /2) условиям (2.5') 
и (2.7') в точке ж = 1. Введем теперь сглаживающие функции ф (#), где ф (х) — 

\ 
бесконечно дифференцируемая функция, равная 1 при #<-^- и равная 0 

2 ' при х > -ту- . Тогда 

а> = ф(4х)а /0 + ф ( 4 ( 1 - Ж ) ) а д (2.32) 

есть бесконечно дифференцируемая функция, совпадающая с aj0 при 

[ 1 1 I 1 1 п 

0, тт, и с а д при #6 то» 1 I • Эти функции а. при / < г входят 
в уравнение (2.22) для определения wt. Точно так же мы склеим из vj0 
и Уд функцию Vf. Vj = ф (4ж) t;j0 -f ф (4 (1 —х)) vjV Во второй фигурной скобке 
в правой части (2.19) запишем теперь на отрезке 0, ^ выражение 

iV+l N 

*-к{м0+ 1 *'Rt)[v00+Y*rvJ = 
s—1 г—1 

JV+1 _ N __ 

s = 1 r ^ 1 

Для того чтобы уничтожились все члены при г* (5 = 0, 1, . . . , т ) , нужно 
• Г 1 1 "I 

положить N>m + k — k1. Аналогично, на отрезке ^ , 1 | вместо этой 
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скобки фигурирует выражение 
ЛГ+1 _ N __ 

s = l - г = 1 

Для того чтобы уничтожились все члены при ss (s = 0, l , . . . , m) нужно 
положить N>m-\-(k — k2). Мы можем принять 

ЛГ = m + к — min (А ,̂ /c2)t. 

Так как w{ мы определили лишь для i < m , то неоднородные граничные 
условия (2.29) для i>m (т < £<iV) заменяются однородными: 

= 0 (г = 0, 1, . . . , Z 1 - - l ; i = m + l , . . . , JV). 

Аналогично, при г > m для определения vu неоднородные граничные усло­
вия в точке х — 1 заменяются однородными. 

Так же как в прошлый раз, показывается, что на каждом из участков 

0, jzX и -.Г)' М > г д е UL равны соответственно viQ и ии , полагая 

m iY 

2m = »* - I * Ч ~ Г ( £ Ч + £8+Ч). Л7 •-- ™ + k ~ min ( ^ Ла). 

имеем: 
/,.zm = 0 (e m «) . (2.33) 

При ж>т^ все выражения ехр( — Xt-~ j и их производные стремятся 

к нулю равномерно при г— »0 быстрее, чем любая степень г. Поэтому, 
так как ф ограничена и имеет ограниченные производные, функции 

ф (4я) exp ( - ' ч т ' J и их производные при •?*> го также стремятся к нулю 

быстрее, чем любая степень г. То же имеет место и для функций 

ф (4(1 —х)) ехр ( ——— ) при х^С-гг. Следовательно, при любом i на от -

[ 1 1 1 " ' 

7̂  > Т7, I Lev{ = Ls (ф (Ах) viQ) -f Ф (4 (1 — л*) ии) стремится к нулю равно­
мерно быстрее, чем гт+1, т. е. оценка (2.33) имеет место на всем отрезке 
[0, 1]. Отсюда следует: 

^2Т О = Sm + 1gm, | |gm |li = « ( l ) , 
и в силу равномерной разрешимости операторов Ls при граничных уело-
виях (2.5), (2.5'), (2.7), (2.7') zm = *™zm, | | sm! | a = 0 ( 1 ) . 

При окончательной записи асимптотического разложения удобно объеди­
нить ограниченные вместе с производными функции wi и а^1? именно обо­
значая: wi = wi + al_v w{)-^w{Y 

Перенеся в формуле (2.22) член Ька^ в левую часть, запишем это 
уравнение в виде 

l-hwi^ - \ Lh+s
wi-s {i= min (г, /)). (2.34) 



38 м. и. вишик и л. А. л ю СТЕР ник 

Так как wi удовлетворяет однородным условиям (2.5), (2.5'), a a^j —соот­
ветственным неоднородным условиям, то wi удовлетворяет тем же неодно­
родным условиям (до (кх— 1)-го, соответственно (к2 — 1)-го, порядка про­
изводных на конце 0, соответственно 1), что и ai_1. Таким образом, wi (i > 0) 
можно также определить как решения рекуррентных уравнений (2.34) при 
соответствующих неоднородных граничных условиях. 

N 
Обозначая ym = zm+ У sr~mar, приходим к следующей теореме: 

г=гп 
Т е о р е м а 3. При условиях разрешимости задачи А0, равномерной раз­

решимости задач As и регулярного вырождения задач Ае в задачу А0, реше­
ние ив задачи А£ при достаточно малых г > 0 допускает следующее пред­
ставление: 

т N 

и* = w0 + 2 *{Щ + 2 arvr + zm+1ym, N = m + k - min (kv k2). (2.35) 

Здесь w0 — решение задачи A0, wi = wi + a{-1 —- функции, ограниченные (относи­
тельно г) вместе со своими производными на [0, 1], vr,~-функции типа погран-
слоя кг-го порядка в окрестности х = 0 и к2-го порядка в окрестности х = 1, 
II Ут Но ограничена не зависящей от г константой. 

Заметим, что достаточным условием разрешимости задачи А0 является 
позитивность оператора Lk при граничных условиях (2.5), (2.5'): 

(Lku, u)>C(u, в), С>0, (2.36) 

где и — любая к раз дифференцируемая функция, удовлетворяющая усло­
виям (2.5), (2.5'). 

Достаточным условием равномерной разрешимости задачи Ае является, 
например, равномерная позитивность относительно е операторов Le при 
граничных условиях (2.5), (2.5'), (2.7), (2.7'), т. е. для всех (к-\-1) раз 
непрерывно дифференцируемых функций и, удовлетворяющих этим гранич­
ным условиям, и всех достаточно малых s > 0 

(Leu, u)>C1\\u\\*, С 2 > 0 , (2.36') 

где норма || |) берется в соответствующем пространстве В, например В = И 2 . 
П р и м е р . Пусть в задаче А0 одно из чисел к{, например к2, равно 

нулю (задача А0 есть задача Коши для уравнения порядка к^к^). Задача 
Ае есть граничная задача для уравнения (2.6) (к + 1)-то порядка с к + 1г 

граничными условиями в точке х = 0 и 12 условиями в точке х=1. Так 
как в точке х~ 1 нет граничных условий задачи А0, то выпадают в разложе­
нии (2.32) функции ajv введенные для компенсации граничных условий 
задачи Ав в точке х=1. 

В частности, если задача А0 есть задача Коши для уравнения 1-го по­
рядка 

L1y^yf + a(x)y = h (a>0) (2.37) 

при условии у (0) = 0, а задача Ае заключается в решении аналога 1-й крае­
вой задачи для уравнения 2-го порядка 

Liy.s-zy; + y'. + a(x)y. = h, (2.38) 
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т. е. yQ ищется при условиях 

у.(0) = 0, у.(1) = 0, 

то решение уг задачи Аг допускает асимптотическое представление:/ 
т т+1 _ 

где;Уо(х)—решение задачи А0яуь(х) получаются последовательно из реше­
ний задачи Коши (см. формулы (2.22), (2.5) при &== 1), vr (x) — функции типа 
погранслоя нулевого порядка, || zm ||2 = О (1). 

§ 3. Аналоги первой краевой задачи 
для обыкновенных дифференциальных уравнений четного 

и нечетного порядков. Критерии регулярности вырождения 

В настоящем параграфе мы изучим в случае обыкновенных дифферен­
циальных уравнений аналоги тех краевых задач, которые далее рассматри­
ваются для уравнений в частных производных. Точнее,'мы приведем доста­
точные условия, при которых обыкновенный дифференциальный оператор Le 

с параметрами при старших производных имеет равномерно позитивную 
симметрическую часть и равномерно обратим (относительно г, см. ниже). 
Эти условия обеспечивают разрешимость задачи Ае. Далее докажем, что 
при этих же условиях равномерной позитивности, если естественным образом 
определить задачу А0 для вырожденного оператора L0, имеет место регу­
лярность вырождения задачи Аг в задачу AQ, т. е. справедливы aCUMnmomU-

rn 
ческие формулы для гге, а разность между ие и ш 0 + ^ elwi имеет характер 

пограничного слоя. 
1. Пусть на отрезке 0 < я < 1 захщн обыкновенный дифференциальный 

оператор 
L h 

dk+J и , \ - i , ч dsu L%U == 2 з Ч + i (x) ~^j + У a
s (x) -^5 + ао (х)и = L<^u+А>». 

3 = 1 Х s = l 
(аш (х) Ф О х̂ ля 0 < х < 1), (3.1) 

где через Д1 } мы обозначили сумму членов в (3.1), содержащих в коэф­
фициентах е. Под характеристической формой ~е (£: х) оператора L s в точке х 
будем подразумевать 

*.(*;*) = Y^ak+j(x)(i^. (3.2) 
j - o -

Аналогично определяется характеристическая форма ъ™ (%\ х) оператора 
i 

Ц1}; те(
е
1) (£; х) = ^ s ' f l b j ^ ) . ^ ) 1 1 ^ . Определим граничные условия: если 

i=i 
к + Z = 2 (/сх + /х) — число четное, то граничные условия имеют вид 

dsu {x) 
dxs 

dsu (x) 
а—О " dxs ^ 0 (s = 0, 1 Лх + х̂ —1)." (3.3) 
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Эти условия, одинаковые в обоих концах, являются аналогом в одномерном 
случае первой краевой задачи для эллиптических уравнений. 

В случае, если к-\-1= 2 (kL -f /х) -+- 1 — число нечетное, мы задаем 
^i + ^ i + l условие на одном конце и /CJ + ZJ условий на другом конце. 
Именно условимся: если ( — l)hl+hak+l (х) > 0, то задаем условия в виде 

(3.4) 
( ^ о = 0 ( ^ = 0, 1, . . . , А1 + /1), 

= 1 = 0 ( г = 0 , 1 , . . . , Л + *1 - 1), 

если (~- 1) 1 + 1akjri (х) < 0, то задаем условия в виде 

^ Р \ =0 (5 = 0, 1, . . . , £ 1 + / -~1), 
dxs 1x^0 v ' l ' l n 

1 ^ = 0 ^ = 0 , 1 , . . . , ^ + ^). } dru (x) 
dxr 

(3:>) 

Э ги условия вместе с приведенными ниже обеспечивают позитивность 
оаераторов Ьг для достаточно малых г. 

Такая краевая задача является аналогом того, что мы будем называть 
в дальнейшем первой краевой задачей для «однохарактеристических» 
уравнений в частных производных нечетного порядка. 

Начнем со случая, когда к = 2кг и l = 2lL — числа четные. Ниже мы 
приведем условия, при которых операторы Ьг при граничных условиях (3.3) 

озитивны (точнее, имеют позитивную симметрическую часть), и притом 
равномерно позитивны, именно 

(Ьги, и)>а* з^1 dhl+lh 
dx ki + ii 

dniu 
dxhl + 11 «I (3.6) 

где cr не зависит от £ и от и; через мы обозначрши сумму норм, 
стоящих в скобках справа. Из равномерной позитивности (3.6) вытекает 
разрешимость уравнений 

L~u = h 

при граничных условиях (3.3) и любом h из <5?2. Действительно, число 
граничных условий совпадает с порядком уравнения, а позитивность тогда 
обеспечивает единственность и, следовательно, существование решения за-
дачи А£. При этом из (3.6) следует, что для решения и этой задачи 

.сп\ (3.7) 

где С не зависит от г. Таким образом, из равномерной позитивности сле­
дует равномерная разрешимость задач Аг (т. е. выполнение (3.7)). 

Т е о р е м а 4. Если числа к — 2kv к + / = 2 (кг + 1г) — четные, характе 
ристическая форма оператора &У имеет положительную вещественную 
часть, точнее: 

Re те'1' (£; х) = f s2; (- l)j+hla2 ии-Н) (s) ?2 0 > A l ) > «2 ( £ ' s2jc2 <>+4, (3.8) 
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и, кроме того, оператор L0 позитивен1): 

(L0K, и) > f (l| Dklu ||2 + || и ||2) (3.9) 

( Dl = -r-j ) для любых гладких функций и, удовлетворяющих условиям (3.3), 

то операторы Ls (при граничных условиях (3.3)) равномерно позитивны г 

при достаточно малых з. 
Более того, имеет место «энергетическая» оценка: 

*i _ 
У s2' \\Dkl+Ju ||2 + || J9ftlK ||2 + || и ||2 < Р2 (£вв, и) <Р? || h ||2, /2 - ^ и . (3.10) 

П р и м е ч а н и е . Если коэффициенты а;- — постоянные, то достаточным ""*» 
условием равномерной позитивности операторов Ls является (во всех слу- / 
чаях) положительность формы: R e / )

s ( ^ ) > 0 при £ ̂  0, и а0 > 0, где у1 

Ре (X) — характеристический многочлен всего оператора LB. 
Обозначим через Лги часть оператора LM, равную сумме членов L3, 

с четными порядками производных, в коэффициенты которых входит г: 

r /2 (fti + *i)f/ q d 2 f t i + 2 « 

Л е м м а 2. Если к = 2кг и характеристическая форма тсе (£;#) — 
== Rexs1}(^; ж) оператора Аг: 

h 
ъ (£; я) = Re 4 1 } (5; *) = У ( - 1)*1+'г2'я2 <*,+;> И £2 <fe*+a > 

> а 2 > ез>'$2 <fti+j>, (3.11) 

где а2 we зависит ни от х. ни от £, ^ о <9дл достаточно малых г: 

(Ллг, и ) > р 2 [ У ,-y j |Z)k l + J и | | 2 ] - M s [||/)Л1и | | 2 + | | и | |2] , (3.12) 

где М — некоторая константа, a M £ Q ° ( 0 , 1), m. е. и —любая гладкая 
функция, обращаюгцаяся в нуль вблизи точек 0 и 1 (и вне [0, \]).~<%Ш#4*Х№Я 

Д о к а з а т е л ь с т в о 2 ) . 1°. Допустим сначала, что коэффициенты 
аъ (х) — ̂  — постоянные. Тогда, обозначая преобразование Фурье м (.г) 
через и(%): 

-foo +оо 

и(£)=—i=- ^ e-ilxu(x)dx4 (i6)ri!(S) = ^ ~ ^ e~^xDrudx, 
—оо —со 

и пользуясь равенством Парсеваля и (3.11), получим: 

(Ави, и) = Я (5) гг (£), и (6)) > а2 У ( з 2 ^ 2 <*!+>> и, и) = 
i=i 

- а 2 У г2 ' ' | |2)*1+ 'и||2, (3.12'j 

x) Легко привести достаточные условия на коэффициенты L0, при которых (3.9) 
имеет место. 

2) Доказательство этой леммы следует доказательству Гординга [29] и Брауде 
р! 123]. [24] полуограниченности эллиптических операторов (не содержащих параметры). 

t> 
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ц оценка (3.12) установлена. Заметим, что оценка (3.12') справедлива дли 
любых финитных функций и. 

2°. Пусть теперь а{ (х) — переменные коэффициенты, и w обращается 
в нуль вне интервала (у, у + о)СГ[0, 1]. Тогда, обозначая через А? опера­
тор, полученный из Ае заменой его коэффициентов их значениями в точке Хф 
У < ^ о < 7 + °> получим согласно (3.12') для w£Q°(v, у + о): 

(A9w, w) =- (A°£w, w) + ((A£ — A°) w, w) > 
h 

> a2 [ S e "̂ || /> Й 1 + ^ ||2] + ((A. — AS) w). ' (3.13) 

Интегрируя по частям до порядка, равного половине порядка каждого 
слагаемого, входящего в Ае, получим: 

((Л. - Л?) w, w) = X г* ( - lf1+i (Dhl+jw, Dhl+j (т). w)), (3.14) 

где 

Заметим, что 

Оценивая скалярное произведение в каждом члене из (3.14), получаем: 
S 

| (Dsw, Ds (т|8а;)) | < | (т|в/Уш, DSW) I + 2 ( * ) I ( Д ^ ' ^ ) Z ) s _ i ^ ) I < 

<^[\\£>sw\\2] + CQ[%\(Dsw, ^D^w)]] , (3.15) 
*" i= i 

где 
ш5 = max 17]s | (̂  = ftx + 1, . . . , kx -f /x). 

Используя известное неравенство для скалярных произведений | (и, v) \ < 
1 / 1 Л 

^ Т ( (°2 II м I I 2 " ^ — 2 ~ II v 1|2 ' ПРИ любом со > 0 и обозначая через С максимум 
на [О, 1] выражений | а$) (х) | (/ == kL + 1, . . ., кг + lL; K i < y ) , получим: 

\{Dsw, т ] (ад 8 - г ш)|<~ Г<о2||Д8ш||2 +^5 : | |T J< i )^ e"W||2] < 

<|[a)»||/)e
a;||a + -5.||/)e-ia;||8] (i = l, Л.,*). 

Полагая to2 = e, будем иметь (при z > l ) : 

£2 («-hi) 1 (у>^? ^)Ds'{w) I < s ( i - s2 (s~fei) || Dsw II2 J + -у-£2 ( s - f e l ) - 1 1 | /)8""*а;||2. 

При 
s-i>kv i>U e 2 ( s - f e i ) - 1 <££ 2 ^- i ~ f e i ) , 

при 
s~i<Cklt s2(s-fei)-i<£ (так как s > kv a < 1). 
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Отсюда и из (3.15) получаем при s > kt: 

s2(e-ад | (iyWi Ds (т|вш)) I < (o)5 + Cjz) s2 (»-fti) || Я'од ||2 + 
s - l hi 

+ C l 8 ( 1: е2(г-»ч) | |^а ; | |*+^; . ||Z)'a)||«). (3.16) 
r=fti+l or=0 

Подставляя найденные оценки в (3.14) и делая приведение подобных членов, 
получим: 

• ' | ( ( A . - A S ) a ; > ш)|<(о)8 + С2з) ^ ^ | | / ) к 1 + ^ | | 2 + С 3 г 1 ; ||Двш|[а. (3.17) 

а2 

Выберем е и В такими, чтобы (DS -f C2s < —-, Тогда из (3.17) и (3.13) 

получим: 
4-1 fti 

(Аде, Ш ) > у 2 *2; II ^ ^ II2 ~ еС8 2 II ^ II' ( З Л 8 ) 

и, поскольку 
| | Z ) ^ | | a < M J D f e ^ | | 2 (^</сх), (3.18') 

оценка (3.12) и в этом случае установлена. 
3°. Пусть u£Q° (О, 1). Представим функцию, равную 1 на [О, 1], в виде 

1 = £ Я (*), 0 < я < 1 , (3.18") 
i = l 

где ^ (ж) — гладкие функции, отличные от нуля на 

(Yi> Ti + î)» 8 i < 8 -
Имеем: 

Л' iV 

(Авк, и) --= ( ^ Й(ж) Аегг, и) == £ [(Л^и," С^) + # К CJ], 
i = l i= l 

причем в .2? (и, Ci) и'входит с производными, по крайней мере на единицу 
низшего порядка, чем в соответствующих членах 2, (ЛеС^, £-гг). С помощью 
интегрирования по частям и таких же оценок скалярных произведений, 
какие мы применяли в 2°, найдем, что 

I В (и, Q | < Сг [ | 8» |! Д*1+ 'в ||2] + Сг [ £ , || D*w ||«]. (3.19) 

a2 

Взяв е столь малым, что (7е<-т-, и применяя к каждому члену 

(ЛеС4И| С^) оценку (3.18), получим: 
Ii iV 

(д.», «)>42Se8>ii^fcl+,Mii8-

- < v 2 2 и ^ (Ci«) ii2 - Cs 2е2У ii ^ 1 + i » II3 - С г 2 ii ̂ ц II2- (3-2°) 
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Так как 

1|D^XiU ||2 > | | ^ D k ^ u ||a — Са 1 , || Я*1+ ' '-ги ||2, 
r = l 

то из (3.20) выведем: 

(А.И>В)>^2 2*2W f t l+ i*ir-
*1 fel 

- C> ^ e2/1| Z)ftl+i« ||2 - C,e ^ || ЛГ\\2. (3.20') 
. 7 = 1 S = l 

Взяв е столь малым, чтобы С 2 з< — и учитывая (3.18") и оценки вида 

(3.18'), получим (3.12), что и требовалось доказать. 
З а м е ч а н и е . Лемма 2 доказана нами для и£{2° (0, 1). Однако она 

справедлива также для функций и из W2(kl^ll\ удовлетворяющих гранич­
ным условиям (3.3). Чтобы в этом убедиться, достаточно оценке (3.12) 
придать следующую форму: 

У ( - 1 ) * + ' > (Dk^u, Dk*+i (a2{kl+j) и) + 

h 
+ M a ( | | Z ) f c l t t | | 2 + | | w | | 2 ) > p 2 ^ a2J'\\Dhl+Ju\\*, (3.21) 

причем сумма, стоящая в левой части (3.21), получена в результате интег­
рирования по частям из формы (Аеи, и). 

Пусть и £ W2
 <kl+ll) (достаточно даже, чтобы и £ \¥{21+11)) и и удовлетворяет 

граничным условиям (3.3). Тогда, как известно, можно построить последо­

вательность функций {ип{х)} ( = {Лз (£пи)}> где £п - гладкая функция, обра­

щающаяся в нуль в 0, - и 1 , 1 , /^—оператор осреднения с ради-
wihi + li) 

1 \ 2 

усом т] == — I, un£Q° (0, 1) и ип ==> гг. Подставляя в (3.21) и = ггп 

и переходя к пределу при /г—->оо, мы убедимся в справедливости (3.21) 
для указанных выше и. 

Обозначим через Меи часть оператора LBu, образованную членами 
нечетного порядка, содержащими в коэффициентах г: 

^ d2{hl+j) + iu 
M^ = ^ e2'+1*2<*1+;> + i (X) -^(й1+7)+Г • (3 '22> 

i=0 
Имеет место 
Л е м м а 3. Пусть и(х) £ И~2(*1+/]) // удовлетворяет граничным усло­

виям (3.3). Тогда 

/ i - i 
(Л/.и, в ) > ,~ Се ( ^ е2^'|| ^ j r ^ | | 2 + | | / ) h l K ||2 + | | и | | 2 ) . (3.23) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства достаточно заметить, что 
при граничных условиях (3.3) 

z x 2 (a2(fei+ii)- i^ 11,11) = 

= 4«2«i-i(_l)^-« ^ ^fe2(kl+«1)-^fcl+,1-1»Peto + 
О 

+ s2ii-f ^ (b3Dkl+ll~{u, Dju). (3.24) 
K b i + a - i 

Первое слагаемое в правой части (3.24) равно нулю в силу граничных 
условий (3.3). Остальные слагаемые оцениваются так же, как мы это делали 
выше 

I г2 '1"1 2- (M> f e l + I l -V ВЫ) | < С,г [ v s /21| Dhl+3u ||2 + 1 | Z)fcj« ||2 + || и | | 2 ] . 

Аналогичную оценку допускают и другие члены, входящие в Мги. Лемма 
доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Дли функций и из W^ 1+ , удовле­
творяющих граничным условиям (3.3), согласно (3.12), (3.23), (3.9) имеем: 

(L6tt, м) = (Леи, tt) + (M£tt, и) + (L0tt, гг) > 
h 

> ( P 2 - C s ) У e2' || Z)fel+Jtt ||2 + (72 — ifcfe — Cs) (|| и ||2 + || Z)felK J|-> 

Отсюда, взяв s столь малым, что (32 - Сг > ^ > 0 и у — Мг — Сг > ^ > 0. 
получим первую часть оценки (3.10). Далее, подставляя L&u = h и поль-

1 / 1 \ 
зуясь неравенством (Lett, и) = (/г, и) < у ( °^21| w ||2 + —г" II ̂  II2 ) > получим 
(3.10). Теорема доказана. 

Аналогичные теоремы о равномерной позитивности Le имеют место 
и в других случаях. 

Т е о р е м а 4' . Lc/ш к -\- I = 2 (А̂  + /х) — четное число, к = 2/с1 + 1 — нечет­
ное, характеристическая форма т/£1} оператора L(

s
1} имеет положительную 

вещественную часть 

h h 
Re T4D (.6; x) = V ^2j~1 ( ~ l)k^a2{hl+j) (x) i2 < ^ l } > a2 ^ e2i-i t2(i+fel, j ( 3 . 8 ' ) 

а оператор L0 позитивен в смысле выполнения (3.9), mo операторы Ls n/?w 
граничных условиях (3.3) равномерно позитивны для достаточно малых г. 

Т е о р е м а 4" и 4 / ' / . Если порядок Ьг — нечетный: к-\-1 = 2 (/^ 4- /х) + 1, 
выполнено условие (3.8) гг./ш (3.8') б зависимости от четности к: к—2кг 

или к = 2/сх + 1, tt оператор L0 позитивен в смысле (3.9), т о операторы L£ 

гг/?гг граничных условиях (3.4), соответственно (3.5), <9дя достаточно малых 
е равномерно позитивны. 
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В условиях теорем 4 ' , 4", 4 ' " имеет место энергетическая оценка 
(3.10) или 

<3 _ 
2e2^i | |Z)Ai+i t t | | 2 + ||/)ftiB||2 + | | M | | 2 < p 2 ( L i a ) гг)<р2Ц/гЦ2

 ( 3 .10 ' ) 

в зависимости от четности к: к = 2кх или к = 2/L 4 - 1 . 
Доказательства этих теорем проводятся буквально так же, как дока­

зательство теоремы 4. Сначала устанавливаем соответствующие оценки для 
четной части Ле оператора Ls, а для нечетной части Мв доказываем 
лемму, аналогичную лемме 3. Например, для случая к-\-1 = 2(кг + / J + 1, 
а к = 2кх (теорема 4") имеет место следующая 

Л е м м а 3 ' . Пусть функция и£ И^ (2 (ftl~Hl)+1) и удовлетворяет гранич­
ным условиям (3.4) или (3.5), в зависимости от знака '02(fci+ii)+i- Тогда, 
в случае условий (3.4), квадратичная форма 

(АГ.И, «) > 4" С " l) f c l + l 1 «2 №x+Iil+i (1) 

h 
- С е ( £ ] £2i \\Dkl+Ju\\2+\\u\\2+\\Dklu\\2) (3 .23 ' ) 

j= l 

и, в случае условий (3.5), 

\dhl+hu(0) (Мги, и) > ~ ( - 1 ) « ^ + 1 a2 ( f t l + I l ) + 1 (0) s2'i+i 
rfarftl+/l 

- С е ( 2 : 32 i | |Z) f e l + j
t t | j2 + | |B | |2 + | |£) f e l^| |2) . (3.24') 

Отметим, что первые слагаемые правых частей (3.23') и (3.24') положи­
тельны, в силу условия на знак a2(k1+i1) + i (см. (3.4) и (3.5)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства этих оценок достаточно лишь 
заметить, что 

,:^ц-1 (я2 ( f e i + I i ) + 1 ^ U, U) ^ 

1 

= l ^ + i ( - l) f e l + i l [ ~(a2 (ftl+ll)+i (Л*'*'1 «)«)<** + 
о 

+ з2^+ 1 2 (fy £)fel+Zl и, # ; и), (3.25) 

где 6у (#) —ограниченные функции (равные с точностью до множителя про­
изводным от a,2(k1+i1)+i(z) порядка </с 1 + / 1) . Далее, учитывая граничные 
условия (3.4) или (3.5), производя такое же интегрирование по частям для 
других слагаемых, входящих в (Меи, и), и используя приемы, примененные 
выше для оценок скалярных произведений, получим (3.23/), соответствен­
но (3.24'). 

2. Мы доказали, что положительность формы (3.8) или (3.8') и пози­
тивность вырожденного оператора L0 обеспечивают и равномерную позитив­
ность операторов Le, а значит, и равномерную разрешимость задачи А . 
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Вырожденная задача А0 состоит в решении уравнения 
L0w = к (3.26) 

при граничных условиях, зависящих от порядка оператора L0. 
1) В случае четности порядка к^2к1 этого оператора граничные усло­

вия являются условиями первой краевой задачи, а именно: 
dsw 
dxs 

_ dsw _ = 0 (s = 0, 1, . . . , A ^ - l ) . (3.27) 

Заметим, что из условия (3.9) положительности оператора L0 следует: 

( - l)*1 a2kl (х) - ( - l)klak (х) > 0. (3.28) 

2) В случае нечетности порядка /с = 2 / ^ + 1 оператора L0 граничные 
условия будем задавать в зависимости от знака старшего коэффициента 
ak(x) = a,2k1+ii который мы считаем отличным от нуля. Именно: 

а) если (—-l)fei a2fci+i (#) > 0, то берем следующие условия: 
drw 
Ix1 = 0 ( г = 0 , 1, . . . . /с,), l ! | ^ - 0 ( ^ 0 , l , . . . , f c 1 - l ) , (3.29) 

| х = 0 ' V " » * . • • • , - i / . dx, 

b) если (— l)fei аг^-ы (x) < 0, то условия следующие: 

drw 
5? я в 0 - 0 ( г = 0, 1, . . . , & ! - ! ) , £ 1 = 0 ( ^ = 0, 1, . , . . ,&,) . (3.30) 

Выбор этих условий вытекает из желания добиться позитивности опера­
тора L0. 

Мы приступаем к исследованию асимптотики ие— решения задачи А*. 
Мы видели в предыдущем параграфе, что в случае регулярности вырожде­
ния задачи Ав в задачу А0, имеет место представление (2.35) решения ие, 
содержащее погранслой. Мы сейчас покажем, что приведенные в теоремах 
4 и 4 ' условия равномерной позитивности операторов Ls при приведенных 
выше граничных условиях для L0 обеспечивают регулярность вырождения 
задачи Ав в задачу А0. 

Рассмотрим разные случаи четности и нечетности операторов L s и L0. 
t) Ls и L0~-операторы четного порядка: к + 1 = 2 (kx + / J , к = 2кГ 

При переходе от задачи Ав к задаче А0, от условий (3.3) к (3.27) на 
каждом конце х = 0 и ж = 1 теряется ровно Z3 условий. Требование регу­
лярности означает, что дополнительное характеристическое уравнение для 
каждого из концов имеет ровно 1г корней с отрицательной вещественной 
частью. Этими уравнениями являются алгебраические уравнения: 

* i 

(?о (х) = 2 ^fei+j .o^ '^O, aSfo = a, (ж)|ж=о» (3.31) 

i=o 

& № = >.' ( - l ) 2 f t + y f l2f t 1 + i . iX ;=0, a r , i = a r(s) |*=i. (3.32)' 

Так как, по предположению, для любого х£[0, 1] 

гсе (5; х) = Re 4 D (£; я) = £ ( - l) i + f e l e î a2 (fcl+j) (я) $2 (fti+j) > 
- . " - . - , • i - t 

> C* (s2il $2 ( f e '+ w + еЦ2 (/*1+1)) (3.33) 
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и, кроме того, в силу (3.28), (—1) 1 в2й 1 (а ; )>0, то 

Rex6(5; х) = ( - l ) % 2 f e l (х) i2kl + ZS& х) >С* (^ + s2hf (hl+h). (3.34) 

Умножая на z2kl и полагая s£ = т,, получаем: 

V ( _ 1}ftl +r Д 2 ( ^ ^ ^ 2 {kl + r) > с 2 ( 7 ] 2 f t l + ^ ( f e l + , l ) ) e 

В частности, при х = 0 имеем: 

V ( - Ф+Га2 (hl + r), о 7,2 (fti + D > С2 (7,2̂ 1 + 1,2 <*H-li)). (3.35) 
r=0 

Ниже доказывается алгебраическая лемма 4 (стр. 50), утверждающая, 
что условие (3.35) обеспечивает, что уравнение (3.31) имеет ровно 1г кор­
ней с отрицательными Естественными частями. 

Аналогично, и уравнение (3.32) имеет ровно 1Х корней с отрицатель­
ными вещественными частями. 

Следовательно, имеет место регулярное вырождение. 
2) Оператор Ls —четного порядка, L0~нечетного порядка: к-\~1~ 

= 2(A:1 + / J) , A=2A1 + 1-
В данном случае, полагая т, = s£, получим: 

6^1 + * T7S (Г, Ж) == V ( _ iy + Ъ й2 (fel + i) (Ж) Т,2 <*! + *> > С\ (7,2 <*1+ 1) + 7,2 <*l + ll>). (3.36) 

В частности, при х~0 имеем: 
h 
1 ( - l)3+kl a2 (ftl+i)f or,2 №i+i> > CJ (7,2 (hi+h) + vj2 (f t l+i))e 

Если ( — l)fel a2fe1+i (я) < 0, то, в частности, (— l)fel аз/^-и, о < 0. Тогда урав­
нение 

<?oM = 2 а г ^ + у . о Х ^ ^ О (3.37) 

имеет, в силу леммы 5 (см. ниже), 1г корней в левой полуплоскости. 
Уравнение же 

0100 = 2 ( - i ) 2 f c l + i f l2 f t l + i . а Ь 1 = о (3.37') 

имеет младший коэффициент, равный — 02/^+1, i-= — я2й1+1(1), и» следова­
тельно, ( — l)fel ( — «2fei+i, i) > 0. В силу той же леммы 5 уравнение (3.37') 
имеет 1г — 1 корней в левой полуплоскости. 

Сравнивая условия (3.30) с (3.3) убеждаемся, что и в этом случае 
условие регулярности выполнено. 

Совершенно аналогично из той же леммы 5 и из условий (3.29) и (3. 3) 
вытекает регулярность вырождения и в случае (— \)kl «2^+1 (#) > 0. 

3) Оператор Ls — нечетного порядка, a L0 —четного порядка: k-\-l — 
= 2(A1 + /1) + 1, к = 2кг. 
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В данном случае уравнение (3.31) имеет вид 
2Ii+l 

Условие (3.33) имеет тот же вид, как в случае 1), и так же, как там 
(так как (— l)fel а2/^ > 0), выполняется неравенство (3.35). 

Отсюда и из леммы 6 (см. ниже стр. 52) следует: при 
(_._ i)kl+lla2 (fci+w+i > 0 уравнение Q0 00 == ° имеет ровно 1г + 1 корней 
в левой полуплоскости, а уравнение Q1(^)^0, для которого старший 
коэффициент (— l ) 2 f l + 1 a2{ki+i!) + i> имеет lx корней в левой полупло­
скости. Отсюда и из граничных условий (3.4) и (3.27) вытекает регуляр­
ность вырождения. 

4) к = 2кл -}-1, I ^ 21 х. Здесь надо воспользоваться леммой 7 (см. ниже 
стр. 52). Уравнение QQ(\)^Q в силу этой леммы имеет столько корней 
в левой полуплоскости, сколько указано в формуле (3.48). 

Для уравнения Q2 (X) - 0 младший коэффициент равен а^^+ь стар­
ший равен -a2(k1+i1)+i (см. (1.30), (2.8')). Поэтому случаю а) формул (3.48) 
для уравнения QQ (X) 0 отвечает случай б) для уравнения Q1 (X) = 0 и обрат­
но; случаю в) для уравнения QQ (X) —. О — случай г) для уравнения Q± (X) - О 
и обратно. 

Сравнивая во всех четырех возможных случаях условия (3.4) или (3.5) 
с условиями (3.29) или (3.30), убеждаемся, что всегда имеет место регу­
лярность вырождения задачи Аг в задачу А0. 

Итак, мы доказали, что выполнение условий теоремы 4 или 4 ' , 4"', 4 " ' 
является достаточным для регулярности вырождения. Мы установили тем 
самым следующее предложение: 

Т е о р е м а 5. В условиях теоремы 4 или 4 ' , 4 " , 4 ' " , если для оператора L0 

задаются указанные выше граничные условия (3.27) или (3.29) или (3.30), задача 
Ав разрешима, она регулярно вырождается, в задачу А0 и для ее решения иг 

справедлива асимптотика, указанная формулой (2.35). 
3. Ос н о в н ы е а л г о б р а и ч е с к и е и р е д л о ж е н и я о ч и с л е 

к о р н е й с о т р и ц а т е л ь н ы м и в е ще с тв е н н ы м и ч а с т я м и д о п о л-
н и т е л ь н о г о х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о у р а в н е н и я. Изучим вопрос 
о числе корней с отрицательными вещественными частями дополнительного 
характеристи чес кого уравнения 

k+i 
Q{k> ° (0 = £ а. *>-* == о (ak Ф 0, аш Ф 0). (3.38) 

С помощью этих корней мы строили пограничные слои в § 2. 
Сделаем сначала два общих замечания. 
З а м е ч а н и е 1. Если стремить свободный член ah в уравнении (3.38) 

к нулю, фиксируя остальные коэффициенты а;. (/ > к) и считая аЫ1 Ф 0, то 
лишь один из корней уравнения (3.38) Х0 стремится к нулю вместе с ак и 

- ^ - , R e X 0 ^ - - ^ - . (3.39) 

Успехи матем. наун, т. XII, вып. 
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Отсюда при достаточно малом ak 

sign Re X0 — sign - ^ - . 

З а м е ч а н и е 2. Если старший коэффициент ак+1 в (З.с8) стремить к 
нулю, фиксируя все остальные коэффициенты а-, / < к + l, то при ah+l_x -^ 0 
уравнение (3.38) имеет один корень ji0, стремящийся к бесконечности при 
ak+l —> 0, и этот корень эквивалентен 

ak+l ak+t 

Отсюда при достаточно малом ak+l 

sign Re a r= - sign ^ ^ L . (3.40) 

Относительно многочлена t Q{ 'l) (/) предположим, что при t = i£, Im E = 0, 
его вещественная часть положительна, точнее: 

Re (££)h <?<fc- ° (i£) = 2 ( - l ) ; a , . £ 2 , ' > C 8 ( S ! m + £2M), (3.41) 

где 2m и 2M — наименьшее и, соответственно, наибольшее из четных чи­
сел 2/, для которых А< 2 / < к-\-1. Из (3.41), очевидно, вытекает, что 

( - 1 Г Ч т > 0 й ( - 1 ) м Л 2 м > 0 . (3.42) 
Рассмотрим 4 случая и докажем 4 алгебраические леммы: 
Л е м м а 4. Пусть к — 2к1 = 2т и к-\-1 = 2(к1-\-11) = 2М— числа чет­

ные. При выполнении условия (3.41) уравнение (3.38) имеет ровно 1г корней 
в левой полуплоскости. 

Действительно, в этом случае 

Q{k' ° (*) = Q{2h1' ад (0 = Q2 (t2) + tQ3 (t*), 
где 

i i , i i - i 
<?2 (^) = l j «2 (ft1+j) J2'", <?3 (**) = 2 ^ (fei+i)+i «2i-

Обозначим Qik,l)(t)-=Q2(t2) + -aQ3(t2). В силу (3.41) на мнимой оси 
fci+*i 

( - l)*1 Re Q?'l) (U) = ( - l ) h l <?2 ( - 52) = 2 ( - l ) 4 j 52 ( i~kl) > C2 (1 + p i ) > 0. 

Отсюда ясно, что при любом вещественном х уравнение 

<Л*'0(*) = 0 (3.43) 

не имеет корней на мнимой оси. Поэтому, если х меняется от 0 до 1, 
корни уравнения (3.43), непрерывно меняясь, не пересекают мнимую ось. 
Так как коэффициент a<i (tn+h) при старшей степени фиксирован и отличен 
от нуля, то корни уравнения (3.43) при изменении х не уходят в бесконеч­
ность. Отсюда следует, что число корней уравнения (3.43), лежащих в ле­
вой полуплоскости, не меняется при изменении х. При х 0 уравнение 
(3.43) принимает вид 

j = 0 
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и, следовательно, имеет 1г пар корней (Хг, — Xt). Поэтому оно имеет ровно 
1г корней в левой полуплоскости. В силу сказанного выше уравнение (3.43) 
при любом т имеет 1г корней в левой полуплоскости. В частности, исход­
ное уравнение (3.38), отвечающее значению т = 1, имеет 1Х корней в левор 
полуплоскости. 

Л е м м а 5. Если к = 2к1-{-1 —число нечетное, & + I — 2 (kx-\-l^j —число 
четное, и выполнено условие (3.41), то уравнение (3.38) имеет в левой полу­
плоскости 1Х корней при (— 1) г а2^+1 < 0 и 1г — 1 корней при (—-1) ^fei+i > О-

Имеем: 
£<*. «> (г) = ^ k i + i . 2^-D {t) = ^ (<2) + ^ (<Я) + e 2 f c i + i > {3.44) 

причем теперь мы обозначили: 

Qdt2) = i ] a2 (j+fcl) Г (Ь1), <?5 (*2) = 2 *2 (fcl+i)+1 *2j. 

В силу (3.41), на мнимой оси (t-~i$) 

Im^ ( fc ' I )(iS) = 6^4((iS)2) = S S ( - l ) '~ 1 «2( i + f e l ) e 2 0 ~ 1 ) ^=0 при ^ 0.(3.45) 
i=i 

Отсюда следует, что при #2^+1 ^ 0 уравнение (3.38) в нашем случае не 
имеет корней на мнимой оси. Из (3.42) вытекает, что (—l) f e l + 1 аг^+г > 0 . 
так как сейчас т = й:14-1-

Фиксируем теперь все коэффициенты as (s>2&1-{-1), кроме «2^+1, и 
будем менять последний. При «2^+1—0 имеем: 

/)<Ь. 0 /Л I А __ / ) ( 2 f e l + 1 , 2 I l ~ 1 ) //Л| - / / 0 ( 2 Сч+1). 2(U-1)) /,ч 
V W | a 2 f t i + i = 0 - V W i a 2 f t i + 1 = ° - " ^ W ' 

и, следовательно, в этом случае уравнение (?( ' (0 l«pfe _i_i*=o = 

= ^ ( (fel+1) ' (*1_1)) (£)--= 0 имеет один простой корень, равный 0, и осталь­
ные корни, удаленные от 0 на конечное расстояние. В силу (3.45) и (3.41) 
многочлен <2(2(fel+1)' " ([l~ )} (t) на мнимой оси t = it отличен от нуля, и, 
согласно доказанному в лемме 4, имеет ровно 1г — \ корней в левой полу­
плоскости. Следовательно, и многочлен (>( fel"1"1, 2il"~1) (t) при 0 2 ^ + 1 = 0 
имеет в левой полуплоскости 1г — \ корней. Если #2/12+1 начинает меняться, 
двигаясь по положительной или соответственно по отрицательной действи­
тельной полуоси, то, согласно замечанию 1, нулевой корень при малом 
#2ki-fi переходит в близкий к нулю корень Х0, для которого в силу (3.39) 

„ е Х0 = - sign --*- = - sign — i t - , 
аЬ+1 a2hi+2 

Так как (— l) f e l + 1 Я2&1+2 > 0, то sign Re X0= (—l) h l sign02*1+1> т. е. малый 
корень Х0 расположен в левой полуплоскости при (—l) f t l a2fe1+i < 0 и в 
правой при (—1) 1fl2fe1+i > 0. При дальнейшем изменении положения a2ki+i 
на положительной или отрицательной полуоси и фиксированных остальных 
коэффициентах корни уравнения (3.38) не могут пересекать мнимую ось 
и не уходят в бесконечность (так как старший коэффициент а2 {kx+h) Ф 0 
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в силу (3.42)). Поэтому число корней в левой полуплоскости остается рав­
ным Zj или / j — 1 в зависимости от знака (—1) /п #2^ + 1-

Л е м м а 6. Пусть к = 2к1 —число четное, l = 2l1
J
rl—число нечетное. 

В этом случае при выполнении условия (3.41) уравнение (3.38) имеет в ле­
вой полуплоскости 1г + 1 корней при ( — l)kl+Ll a2 (fe1+^)+i > 0 и 1г корней при 
(— l ) 1 1 "'1a2(fe1+/i)+i < 0. 

Для доказательства будем считать старший коэффициент ак+г = azfa+iii+i 
неременным, а остальные фиксированными. Имеем: 

Q{K 1) (0 = < ? № ' 2 " + 1 ) (0 = Q(2k1'2h) (t) I - e a № l + l l ) + ,*«i+ ' . 

Согласно (3.42) в нашем случае коэффициент ( - 1)^1+"1а2(/?1+г1) > 0. Поэтому 
согласно замечанию 2 при стремлении к нулю «&+* = а г ^ + ы - м один 
из корней уравнения (3.38) становится бесконечным, остальные корнит-
конечные и при a2(h!+ii)+1 = 0 совпадают с корнями уравнения Q{ hu Ll} (t) = 0. 
В силу условия (3.41) и доказанного в лемме 4 утверждения, среди кор­
ней ровно 1Х лежат в левой полуплоскости. 

Будем теперь, исходя от нуля, двигать коэффициент ak+L = « г ^ + ^ - и 
дю положительной (соответственно по отрицательной) вещественной полуоси. 
При малых значениях ah+i мы наряду с 2(kl-\-ll) конечными корнями, 
в силу замечания 2, будем иметь большой корень и, для которого 
в силу (3.40): 

sign Re ti = - sign _^Wi±hL- . (3.46) 

Так как ( - - l)kl+lla2(tn-\ -h) > 0> T 0 (3-46) принимает вид 

sign Re ^ = ( - l ) f e , + / l + ' sign a,{klUlH{; , (3.47) 

при ( —l)fel+!lH"!a2(fei+Zi)+i > 0 (( — l)^1+/la2(/u p/i)-]-! < 0) большой корень ц 
расположен в правой полуплоскости, а в левой полуплоскости располо­
жено всего 1г корней. При (-- l)ftl"Ml+1a2(*i+i1)+i < 0 ( ( - - 1)к1+11а2{к1+11)+1> °) 
большой корень \х расположен в левой полуплоскости, и в левой полу­
плоскости будет lx -j- 1 корней. 

При дальнейшем перемещении а2(̂ 1+г1>+1 по положительной или 
по отрицательной полуоси число корней в левой полуплоскости, как 
и в предыдущих случаях, не меняется. 

Л е м м а 7. Если к = 2кг + 1 и к 4 / = 2 {кх + ^i) + 1 — г^сда нечетные 
и выполнено (3.41), "то уравнение (3.38) имеет число корней, расположенных 
в левой полуплоскости, равное 

а) 1Х при ( 

б) 1г при ( 

в) 1Х — 1 при ( 

Г) /-,.+ 1 и ш ( 

- 1)^2/и-И > 0, ( - l ^ + V f t x + U+l > 0' ) 
- l)f t la2*1+i < 0, ( - l ) * 1 + % f t l + , l ) + 1 < 0, I 

- lfa2hl+i > 0, ( - l)*1+Zla2(*1+zl)+i < 0, j 

- l) f c la2k l+i < 0, ( - l ) f c l + l la2 № l + i l ) + i > 0, J 
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Этот случай сводится к случаю, разобранному в лемме 5, как преды­
дущий случай —к случаю, разобранному в лемме 4. Представим много-
член QK (t) = Q (t) в виде (У \Ч = Ч Щ + a2(k1+i1)+i t . 

Будем считать коэффициент #/>+г = «2(^1+^)+1 переменным, а остальные 
коэффициенты фиксированными. Согласно (3.42) (•— I)fel+Zla2(fei4(1) > 0 
(М = к^ + l^) и, следовательно, согласно замечанию 2, при a2(/u-Mi;+i =--О 
уравнение (3.38) имеет один бесконечный корень (т. е. при ak+i->0, 
а—>оо) и конечные корни, совпадающие с корнями уравнения 
@(2fel+1,2Zl~~1) (2) = 0 . Среди этих корней, в силу доказанного в лемме 5, 
/х или /1 —1 корней расположено в левой полуплоскости, в зависимости 
от знака ( — 1) 1«2^1-ы-

Если теперь коэффициент а2(к1+1!)+1 передвигать от нулевого значении 
по положительной или по отрицательной вещественной полуоси, то для 
большого корня [1 выполняется равенство (3.40), при этом, так как в силу 

(3.42) ( - l)fcl+Vfti+ii> > 0, то 

sign Re [x = - sign = - ( - 1) sign a2(fti+i,)+i-
a2(fei+Ii)+i 

При ( — l)kl+ila2(k1-f1)+i > 0 p. имеет отрицательную вещественную часть, 
и, следовательно, в левой полуплоскости появляется дополнительный корень, 
при обратном неравенстве этот корень не появляется. При дальнейшем 
движении a2(h!+ii)+i вдоль положительной или вдоль отрицательной полу­
оси число корней в левой полуплоскости не изменяется, так как эти корни 
не могут перейти, как и выше, через мнимую ось. 

Итак, при (—l)Rl<22fci+i > 0 , согласно лемме 5, уравнение Q{~1±+ » л^~^(ty=Q 
имеет ^ — 1 корней в левой полуплоскости, а при ( —1) 1+lla,2(k1+i1)4-i > 0 , 
согласно сказанному выше, к этим корням прибавляется еще один боль­
шой корень fi с R e [ i < 0 , и первый случай (3.48) установлен. Аналогично 
проверяем все другие соотношения (3.48). 

§ 4. Эллиптические уравнения второго порядка 
с малым параметром при старших производных 

1. П р и м е р ы л о г р а н е л о я в с л у ч а е у р а в н е н и й в ч а с ти ых 
п р о и з в о д н ы х , а) Для уравнений в частных производных, содержащих 
параметры при старших производных, очевидно, наблюдается также явле­
ние пограничного слоя, если только выполнены некоторые условия, ана­
логичные условию регулярности для обыкновенных уравнений. Начнем 
с самых простых примеров. 

Пусть в прямоугольнике Q: 0 < # < я , 0 < ? / < & дано дифференциаль­
ное уравнение 

Ltu = е ^ g ^ -J- в (х, у) = h (x, у) (4.1) 

и, кроме того, задано начальное условие 
и ^ о ^ О . (4.2) 



54 М. И. В И Ш И К и Л . А. Л Ю С Т Б Р Н И К 

Решение ие (х, у) задачи Коши (4.1), (4.2) дается формулой 

ие (х, у) = — \ е е /г (xv у) dxr (4.3) 
о 

Если функция h (х, у) имеет ограниченную производную по х в Q, то 

as (х, у) = /г (^, у) е е | ^ о - ^ — ^ ^ в е б&х -
о 

= Л (.г, у) - Л. (О, г/) в " - ^ . ^ J ^ l е ~ ~ cter (4.4) 
О 

Заметим теперь, что w = h (х, у) является решением вырожденного уравнения 
L0w = w==h(x, у), (4.5) 

полученного из (4.1) при з = 0. Очевидно, функция w (x, y) = h(x, у), 
вообще говоря, ие удовлетворяет начальному условию (4.2), так как 
w\x=.o = h(0, у). 

Слагаемое 
X 

v%= - я ( 0 , у)е~~* (4*6) 
имеет характер пограничного слоя, т. е. функции, заметно отличной от нуля 
лишь вблизи части границы Q (левой стороны прямоугольника Q). Кроме 
того, 

v* |*=о = — h (0, у) = — w \х=0, (4.7) 
и, таким образом, сумма решения w вырожденного уравнения (4.5) 
и пограничного слоя (4.6) удовлетворяет граничному условию (4.2): 

(W + Ve) |x=0 = 0. 

Справа в (4.4) имеется еще третье слагаемое. Обозначим его через z(x, у) 
и оценим по модулю: 

X— Х\ X Х~Х\ 

где М = шах — 
ах 

z(x, y)\ = \\^e e d#J<M\e £ с ^ = Л/г (1 — е 6), 
о о 

. Итак, решение задачи Коши иг (х, у) мы можем пред­
ставить в виде суммы: 

ив(х, y) = w(x9 y) + vs(x, y) + z(x, у), (4.8) 

где w(x, у) — решение вырожденного уравнения (4.5), ve(x, у) — функция 
типа пограничного слоя, a z(x, у)~0(г). 

Производя дальнейшее интегрирование по частям в правой части (4.4), 
если h (x, у) — достаточно гладкая функция, мы сможем получить более 
точную асимптотику иг (х, у), с остаточным членом zn(x, у)~0(гп). 

б) Пусть в круге Q: 0 < р < 1 дано уравнение 
Uu^-Mu-u^h (4.9) 
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при однородных граничных условиях 
и | ^ . 1 - 0 . (4.10) 

По аналогии с рассмотрениями § 2 найдем асимптотику решения ut (х, у) 
задачи (4.9), (4.10) при малых г, £ > 0. Первым членом этой асимптотики 
является функция w(x, у) = —h(x, г/) — решение вырожденного уравнения 

L0w = -w=h. (4.11) 
Эта функция до не удовлетворяет, вообще говоря, граничному условию (4.10), 
и, следовательно, разность щ — до, вообще говоря, не является малой 
вблизи Г относительно г. Оказывается, что она имеет характер погранич­
ного слоя. Для того чтобы найти его, запишем уравнение (4.9) в коорди­
натах (г, <р), где г = 1 —р, а (р, у) — полярные координаты. Мы получим: 

Разность v ^иг — до удовлетворяет уравнению 

LtD= -г2Ддо (4.13) 
и граничным условиям 

V |r=Q - (и. - до) |г^о = ' - w Uo = - OJ (0, <р) = h (0, <р). (4.14) 
Для приближенного нахождения функции v достаточно решить вместо 
уравнения (4.13) обыкновенное по г уравнение 

М0 = е 2 ^ - - г ; = О (4.14') 
or1 

при граничном условии (4.14) и требовании быстрого убывания к нулю 
при — > 1. 

Действительно, если сделать замену переменного t = — в операторе Ze. 
то получим: 

L£v = Mv + sRjV + е2 Д2и -f 
где 

Mo==Wl-v, R1v = - T t , .-., 

и, следовательно, уравнение (4.14') получается как уравнение для первого 
приближения к решению v уравнения (4.13). 

Решением уравнения (4.14') типа погранслоя (т. е. бесконечно малым 
при t—» со), удовлетворяющим условию (4.14), является функция 

г 

v^ -до(0, ср) е~~е = -до(0, ф)еЛ (4.15) 
Как мы сейчас увидим, сумма функции до (т. е. решения уравнения (4.11)) 
и самого элементарного пограничного слоя ve, полученного умножением v 
на сглаживающий множитель ф(р), дает в первом приближении асимпто­
тику щ во всей области Q. Действительно, для невязки z = иг — до — vB имеем: 

Uz^h-h- £2Адо + О (з) = 0 (е). (4.16) 
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Так как zjr==o = 0, то, в силу принципа максимума, из (4.16) выводим, 
что и z = 0(c) . Следовательно, 

us=r-w + vs + z, z:0(a). (4.17) 

З а м е ч а н и е . Отметим, что если бы мы вместо уравнения (4Л4') для 
определения функции v взяли уравнение 

то в (4.17) мы получили бы О (s2) вместо О (г). 
В § 7 нами будут рассмотрены общие эллиптические уравнения 

с малыми параметрами, вырождающиеся в эллиптические же уравнения, 
и будут выведены асимптотики для иг с остаточным членом любого порядка 
малости: 0(as). 

2. Рассмотрим теперь подробнее общее эллиптическое уравнение вто­
рого порядка, содержащее малый параметр при старших производных. 
Так как обобщение приведенных ниже выкладок на случай п переменных 
не представляет никакого труда, мы будем вести основное изложение для 
случая двух независимых переменных. 

Пусть дан линейный эллиптический дифференциальный оператор L е> 
который с помощью замены независимых переменных может быть пред» 
ставлен в виде 

Ьги = aL2u + Lxu7 (4.18) 
где 

+ d{%> У)]£ + е(х, y)~y + g(f£, у) и, дх 
Liu^£~f(x' ?/)«> /(*. У)>«я 

' дх 

(а(х, / / )> ( ) ) , (4.19) 

0. (4.20) 

Пусть (?—плоская область, Г ее граница. 
Будем называть задачей А3 решение уравнения 

LzuB -= h (x, у) 
при условии 

lls |г - 0 . 

В силу того, что / (# , г/)>а2 , эта задача при малых 
и притом единственное, решение. 

Будем называть параметрами задачи Аг правую часть 
уравнения (4.21) и границу области. Мы скажем, что параметры задачи 
имеют..гладкость .9, если указанные функции и граница s раз дифферен­
цируемы. 

Рассмотрим также вырожденное уравнение 
Lxw = h. (4.23) 

Его характеристики суть прямые у = const. Для простоты мы предположим, 
что лишь две характеристики у = у0 и у'=zy1{y-i> y0) касаются границы Г, 
так что Q лежит в полосе у0<у<Ух, и пусть А(х0, ?у0)иБ(^1? уг) ~точки 

(4.LM) 

(4.22) 

всегда имеет, 

коэффициенты 
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касания этих характеристик с Г. Точки А я В разбивают Г на две дуги: 
Г+ и Г", такие, что характеристика у='с (у0<с <ул) при возрастании х 
пересекает сначала Г~, потом Г*, образуя с Г углы, отличные от 0 и -г. 

Задача А0 заключается в решении задачи Коши для уравнения (4.23) 
при начальном условии 

ш|г+ = 0. (4.24) 
Решение w задачи А0 дается формулой 

' X 

х J / (т, у) dz 
w{x, y)= ^ e* h(t, у) dt, (4.25) 

Х\ (У) 

где х ~ хг (у) — уравнение Г*. 
Пусть Г имеет с крайней характеристикой у = у0 (соответственно 

у=^у^ порядок касания р—1 (соответственно q -1). Тогда вблизи точки 
А(хо> У о) (соответственно B(xv у^) имеем: 

i 
хг (у) - я0 = С [(у - у0)р + о(у - у0)}9 

^ = oU-»«)^0.^-o(ft,-^"a), (4.26) 
и аналогичные формулы имеют место в окрестности точки В. Из (4.25) 
видно, что если функции / (х, у) и h (х, у) имеют в Q непрерывные произ­
водные до порядка г и хх (у) имеет при у0<у < уг непрерывные производ­
ные до порядка г, то и у функции w(x, у) будут непрерывными все про­
изводные до порядка г по обеим переменным в любой подобласти 
Q — V(A) — V(B), где V (С) — окрестность точки С, и даже все производи 

dr+1w ные г + 1-го порядка, кроме ^ - ^ . Однако в силу (4.26) в точках А и В 
производные по у от w имеют особенности, а именно, дифференцируя (4.25) 
по г/, получим в окрестности точки А: 

х 
* „ \* / (т, У) dz 

aw { о = ) TyW h& y^dt 
ду J ду 

*i(y) 
x 
I / ( - , y)dT /• l_t 

- e*iW А (ж, (j/), yV ̂  (г/) - О {х[ (г/)) = О {(у - y0)P ; , (4.27) 

и аналогичные формулы в окрестности точки В. 
Ниже мы исследуем асимптотику разности ив -— w, где гг5 - решение-

задачи At, а и; — решение задачи А0, методами, применявшимися в § 2. 
3. О с н о в н о й и т е р а ц и о н н ы й п р о ц е с с д л я у р а в н е н и й вто­

р о г о п о р я д ка. Введем в окрестности Г" систему координат (р, 9), именно 
строим систему «трансверсалей», т. е. векторов PR длины т] > О, прове­
денных из точек Р дуги Г~ внутрь Q с гладкостью 2т, причем PR 
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образует острый угол 9 с осью Ох, | 0 | < у — о г При достаточно малом т\ 

трансверсали не пересекаются; координата р точки S трансверсали РЛ 

есть ее расстояние PS, а 9 есть длина части АР дуги Г*". В новых коор­
динатах в окрестности Г" 

,,8гг = е(^а(р, ? ) ^ 2 + 2р (р, ? ) ^ + Y (Р> ?) ^ + Ч ° > ?) ^ + 

+ KP>?)J^ + g(p> ? ) И ) + *(Р> 9).£ + Ч?> ?)^-/(Р»?)ю- (4-28) 

Поскольку коэффициенты оператора Ls достаточно гладкие, имеем: 
а (Р» ?) = ао (?) + а2 (?) Р + • • • + <*N (?) PN + «iv+1 (p, ?) р* + *, ] 

§ (Р, 9 ) - а (?) + ^ (9) Р + ... + Oiv (?) P^ + *;v+i (Р, ?) p/v+1 Л (4"29) 

8(?)>Ч>0. ] 
(В том случае, когда р совпадает с нормалью п, 6 (9) = cos (л, #) |г«) Введем 

Р rfs 1 ds * 

новое переменное £ = - - ; тогда -j-s = -- -г—. Поэтому по аналогии с форму­

лой (2.9) § 2 имеем: 
SLSUEEEM^ + SR^-I-...+sNRNu + eN+iRN+iu, (4.30) 

где 

о* = «(?) ш + ° (?) Ш s е а ^) а? + " ('̂  ТР' 

Ri» ^ «1 (?) * 5 + 2'а (?) ̂ + ( 0 (?) й + '"• (?) | + 3i (?)' % ~ f (?)и (4-31) 

и аналогично выражается оператор Rtu (1 < i <iV), причем в его коэффи­
циенты входят множителями £', / < £ (ср. §2), a RN+I —оператор, коэф­
фициенты которого представляют собою члены вида: tkH(p,y), &<iV-f- l , 
где Н — ограниченная функция. 

Так же, как в § 2, построим функцию v0 (-- ? 9)==^о(^?) т и п а п о~ 

гранслоя в окрестности Г~, именно v0 есть решение уравнения 

М0*0^*(?Ф + Ч?)ж = 0 (4-32) 
€ не зависящими от t коэффициентами: a ( 9 ) > a j > 0 (в силу эллиптично­
сти (4.28)), о (9) >о*. > 0. Характеристическим уравнением для (4.32) будет 

(?,(Х)^а(9)Х2 + о(9)>^0. 

Это уравнение имеет для любой точки ®£Г~ один корень: — Х 1(9)= - ~ ^ р \ 

в левой полуплоскости (т. е. столько, сколько условий задачи Ае выпа­
дает на Г" при переходе к задаче А0). В этом заключается условие регу­
лярности вырождения задачи Аг в задачу AQ (ср. § 1 , 2 ) . Отрицательному 
корню — ^ ( 9 ) отвечает частное решение уравнения (4.32) типа пограя-
слоя: 

v = ехр [ - X, (?) t] - ехр [ - ^ ] . (4.33) 
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Мы теперь потребуем, чтобы vQ удовлетворяло на Г условию 
a0|«=o = tV|p=o=. — a;(0, ?) (4.33') 

(v0 компенсирует невязку для w в граничном условии (4.22) задачи А£ на 
Г~). Очевидно, 

o 0 = - a ; ( 0 l ? ) e x p ( - X 1 ( ? ) 0 = = - - a ; ( 0 > ? ) e x p ( - X 1 ( 9 ) - e . ) . (4.33") 

Пусть уже найдены до. и ^ при / < i, i < N.4Совершенно аналогично тому, 
как сделано в формуле (2.22) § 2, определим wi как решение уравнения 

Lxw.b^ -I^w^ (4.34) 
{в данном случае в правой части (2.22) только одно слагаемое и отсутст­
вуют осу) при граничных условиях 

к^|г*=-0. (4.34') 
Далее, vi определяется как решение уравнения с постоянными относительно 
t коэффициентами, аналогичного (2.23): 

М Л = - 2 Я . ^ (4.35) 

при условиях, что у{ есть функция типа погранслоя и удовлетворяет усло­
вию 

^ | г - = - - ^ I r - • (4.36) 
Предполагая по индукции, что и. при / < i имеют вид: v^ = Р ̂  (t, <р) ехР (— \t), 
где Pj — многочлен" от t степени < / с коэффициентами, зависящими от <р 
(это условие выполняется при / = 0), находим, как это было сделано в § 2, 
что 

vi = Pi(t,9)ex?(--k1t) = P i ^ , ? ) e x p ( - X 1 - f ) . (4.37) 

Найдя wi и v{ при i < m , определим pm+1 как решение уравнения (4.35) 
при i = m + l и граничном условии 

Можем теперь положить в (4.29) и (4.30) iV^m-j- i . 
Обозначив через zm невязку 

m тм+1 

имеем: 
m m+1 % 

LBzm = Leue-Lu [w0 + y] 8 X ) - L e ( S е Ц ) = 
г—1 j=0 

m • m 
= / г - { ^ ш 0 + ^ ( 2 e 4 ) + e L 2 ( S в Ц ) } -

i = l i=0 
m+2 m+1 

. -{e- 1 [ (M 0 + 2 e«/?,J S - s 4 l - (4-38) . 
s^ l - r=0 

Формулы (4.34) показывают, что все члены при г1, £ < т , в первых фи­
гурных скобках сокращаются, а формулы '(4.35) показывают, что они 
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сокращаются и во вторых фигурных скобках при i < т + 1. Тем самым ясно, 
что в правой части (4.38) стоит выражение вида em+1gm, где 

lm= ~ L2®m - (^m + 2̂0 + #т ,Л + • • • + Л^те + 1) + • • • ' (4.39) 

Функции vi определены в Q^1), а значит, и формула (4.38) имеет смысл 
только в полоске Qr.. Можно определить эти функции всюду в Q, считая 
их равными 0 вне QTj, а в Q^ умножить их на сглаживающую функцию 

Ф ( ~ ) (равную 1 при р < у , равную 0 при р>-тг7] и бесконечно диф­

ференцируемую). Сохраним обозначения vi для ^[-~)vi. Невязка zm и 
формула (4.38) теперь уже определены всюду в (?, однако вид правых 
частей (4.38) и (4.39) несколько изменится. Из формул для новой невязки 
zm видно, что Lszm в Qy — V (А.) — V (В) — ограниченная функция при условиях 

з 
достаточной гладкости параметров задачи: в QTl ф = 1 и вид (4.38) и (4.39) 

не изменится. При р > у функции exp f — Xi — j и их любые производ­

ные стремятся к нулю быстрее, чем любая степень г. То же будет иметь 

место и для ф Г — j exp Г — Х{-~ J , а значит, для функции v{. Следова­

тельно, при т] > р > -^ Ьг ( 2 г1г)1 ) буд е т функцией порядка малости вышо 

г=0 

в»-ь на Q-Qr, uCJ^-Jv^O. 

Таким образом, всюду* в Q - V (А) — V (В) имеем: 
^Zm = ^ g m , (4.39') 

где gm — ограниченная функция. 
Отметим, что при достаточной гладкости коэффициентов функцию 

етrlgm можно дифференцировать. Однако, так как (см. (4.39)), в gm вхо­
дят функции типа ногранслоя, при каждом дифференцировании em+1#m 

порядок относительно з в окрестности Г" уменьшается на 1. Вне любой 
фиксированной окрестности Г~ производные от sWblgm имеют тот же по­
рядок sm+1. 

4. Сформулируем теперь основные теоремы об асимптотике ив. 
Т е о р е м а 6. Если параметры задачи А* имеют гладкость 

2 (т~\- 1) •]-р-то порядка, то 
т т-\-\ 

' и. = * '„ .+2 з Ц + 2 ^ V + ^ « - 2„, = s - V m . (4.40) 

где ^ получены с помощью первого итерационного процесса, vi — функции 
типа погранслоя вблизи Г~, построенные с помощью второго итерационного 
процесса. 

l) Q^—полоска p'jc YJ. 
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Если ввести обозначения: 

= [ \ \ z2 rfa; с?г/ | , 

то 3MQ = Q - V (А) - V (В) 
\ \ ^ h < C ^ . (4.41) 

Кроме того, формулу (4.40) можно почленно дифференцировать р~\-2 раз: 

Б1иг - у\ s'JOfy.-t- 2 з ^ г + г т + 1 ^ 
j = 0 r - О 

Ьт 

(Вг — любой оператор частной производной i-го порядка), причем 

\D\^<Cs т + ,у 
мт \\Q ^ 

H^mlta^"41""2"", т 4 _ 2 - г + г у . 
.Cs -, 3 < £ < / ? + 2 , 

(4.42) 

il^XJItfcr-r 
<г9е Q1 — любая фиксированная подобласть, не содержащая окрестности 
U (Г~) части Г~ границы Г: QX = Q — U (l~). 

Т е о р е м а 7. /?с/ш параметры задачи А* имеют гладкость третьего 
порядка, то 

ие = оу0 + и0 -]- ги1 + £ ? 1 , (4.43) 

где vQ строится как решение задачи (4.32), (4.33'), v^ — как решение задачи 
(4.35) (£ = 1) при нулевом граничном условии: vx L^o = 0 *), а остаточный 
член z = eg1 допускает во всей области Q оценку: 

1 i - i I ' 1-1 
| z | < Cmin ((у - у,У, г (у - у0)р , ( ^ - у)я, s (г/х - у)« ), (4.44) 

soe p — 1 гг б/ -- 1 — порядок касания границы Г с характеристикой у == у0 и 
у — ух в точках A(xQ, y0) и B(xv ?/3) соответственно. 

Таким образом, вне любых фиксированных окрестностей точек А и В, 
•Zj = 0(e) . 

Отметим еще, что если h(x,y) имеет нуль соответствующего порядка 
s точках А и В, то w0 не имеет особенностей в А и В, и по всей области Q 
! г | = 0(е) . 

Т е о р е м а 8. Если гладкость параметров задачи Ае первого порядка 
и порядки касания характеристик в точках А и В меньше двух, то для 
иг имеет место асимптотика: 

us = w0-\-v0 + z, 

где w0 — решение задачи А0, v0— погранслой, построенный с помощью реше­
ния уравнения (4.32) при граничном условии (4.33'), а норма невязки ъ, 
взятая по всей области Q, оценивается следующим образом: 

:Сг, <с. (4.45) 

1) Очевидно, v0 u v± следует еще умножить па ф 



62 М. И. В И Ш И К и Л . А. Л Ю С Т Е Р Н И К 

Так как dv0 2 

~(9(s *), то второе из неравенств (4.45) указывает, что 
из невязки z уже удалена главная часть погранслоя. 

Т е о р е м а 9. Если h£J62(Q), а коэффициенты а, Ъ, с имеют ограни­
ченные первые производные, то us слабо сходятся в Х^к wQ

x), причем имеет 
место «слабая асимптотика»: 

( в . , ф ) - К , ф ) = 0О/^) (4-46) 

для дифференцируемой функции ф, обращающейся в нуль в окрестностях 
точек А и В. Нормы иг равномерно ограничены: \\ив\\ < С||А||. 

Доказательство этих теорем будет проведено в § 5. 
Все эти теоремы распространяются на n-мерный случай, причем роль 

точек А ж В играет (п— 2)-мерное множество © точек касания характе­
ристик предельного уравнения 1-го порядка с границей Г области Qy 
в которой исследуется задача. 

5. П а р а б о л и ч е с к и й п о г р а н и ч н ы й слой . Если часть Г1 гра­
ницы Г совпадает с характеристикой для вырожденного оператора Lv та 
при вырождении задачи Ае в задачу А0 вблизи 1\ разность uB — w0 имеет 
характер пограничного слоя, однако сейчас для его описания недостаточна 
уже решения обыкновенных уравнений. Как мы покажем ниже, вблизи Гг 
погранслой можно описать с помощью решения весьма простых параболи­
ческих уравнений. Рассмотрим сначала простой пример уравнения 

в прямоугольнике Q ( 0 < # < а , 0 <?/<&) при граничных условиях (4.22) 
(задача А5). Вырожденное уравнение 

L,w0 = ^-w0 = h (4.48) 

решается при условии 
^0U=a= = 0 (задача А0). (4.48') 

Для построения погранслоя вблизи нижнего основания Г̂  ( 0 < # < а ; у = 0) 
сделаем в уравнении Lzv = 0 замену переменных — = £, y = ts: 

Uv ~ M0v + £2
 Wz = 0, М0о = w -! - Tx-v, 

и будем решать это уравнение методом последовательных приближений. 
В первом приближении решим уравнение 

M*> = £ + %-v = 0 (4.49) 

г) Слабая сходимость была независимо доказана так же И. Копачеком и О. А. Лады­
женской. В недавно появившейся статье О. А. Ладыженской (Вестник ЛГУ, № 7, вып. 2 
(1957), 104—120) установлена слабая сходимость решений к8 для ряда других задач 
с малым параметром. 
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при условиях 
V \х^а = О, V | ^ о =- ~ W0 |у = = 0 = - ^о (Х> °)> ( 4 . 4 9 ' ) 

причем уравнение (4.49) решается в области R (х < a, J > 0). Решение 
задачи (4.49), (4.49') записывается в явном виде: если положить хх = a — xt 

ср (5) — — е-(а-£)ш0(а — ,̂ 0), то 

2Y 
0 ( Я ? ! - ^ 2 

p c t - x i 
С__У— е 4 ^ i~5 )cp ($ )^ . (4.50) 

2 1 ^ - -
° е ( * 1 - 6 ) 2 

Очевидно, и имеет характер погранслоя вблизи у=^0: для ?/>& y = 0(s n ) , 
где /г —любое число, производные по у от v ведут себя как производные 
погранслоя. Допустим, что функция h имеет непрерывную производную 
по х в Q и обращается в нуль в точках А(а,0) и Б(а1Ь)1). Тогда 
w0 (х, 0) = —ехо(а — х) дважды дифференцируема при 0 < х< а, причем 
9 (0) = <р' (0) = 0 и, следовательно, 

• _ X l < 2 

£ = Т Т ^ - \ — Т е~ ^ ^ t ? " (0 - 2?' (I) + ? (&)] dl. (451) 
0 K-S)2 

Отсюда, в силу принципа максимума, выводим, что 
I d2x ч | ^ r 2 | < m a x C Й3 ' 

9 | Ж р + 1т№) 

Положим ^ (ж, г/) = t ; ( \ , ^ Ф ^ у } и v2(x, у) = а (^хг, - ^ J ф ( ^ - ~ 

где yf ж 1 ? — - J — погранслой вблизи части границы 1\: ?/ = Ь, 0 < л : 1 < а , 

который строится так же, как v. Остается построить погранслой вблизи 
левой стороны: х = 0, 0 < ? / < & . Для этого можно испдльзовать методику 
пункта 3, а именно: 

Lv^Mv + zWy, Ma=e*g + £-». R.v^. (4.52) 

В первом приближении v определяем как функцию типа погранслоя из 
обыкновенного уравнения 

М* = *£ + %-v-Ъ (4.53) 
при граничном условии: 

v |я.,о == - Щ (0, у) - vt (0, у) - оя (0, у) - С (2/)- (4.54) 
У - V . 

Очевидно, v — С (у) е £", к -= — - L - 4 r
J ; i>3

 = Ф ( ~ )v* Ьсли /г имеет огра­

ниченные вторые производные в Q (хотя бы по у), то . ш0 (0, у) — также 

дважды дифференцируема. Функции ^ и а2 допускают производные по у до 

!) Если она не обращается в нуль в А и Б, то в этих точках поведение невязки zy 
о которой речь идет ниже, оценивается с помощью барьеров, аналогично тому, как 
это сделано в § 5. 
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второго порядка, так как v и v удовлетворяют уравнению (4.49), а ^ и 

dv „ ^ 

-^ существуют в силу наших условии. Отсюда следует, что и и 3 ~-Д в а ж Д ы 

дифференцируема по у. Оценим теперь невязку z = ue — (w0 + vx + v2 + v3). 

Очевидно, z\v = 0. Далее, имеем: 
Lsz = L8tts - Lzw0 - Le (i\ + v2) — Lsv3 — 

— ^ о — ' ^ Й ^ — ^ + 0( .~) . (4-55) 

причем в О (г11) мы отнесли все члены, содержащие производные от мно-
жителей ф, и, следовательно, равные нулю в -^-6-окрестности тех час­
тей границы, где строились погранслой. Но вне этой окрестности функ­
ции v и их производные — любого порядка малости по s. Как уже отме-

чалось выше, ——^-Jr~ ^(1) и, очевидно, —^| = 0(1) всюду, кроме ок­
рестностей VQ И F 6 точек (0, 0) и (0, Ъ) шириной 0(г) (так как в v3 вхо­
дит множителем £ (у) (см. (4.54)). Таким образом, L£z =̂  0 (е2)'вне V0 и 7 Ь . 

Для оценки z вводим вспомогательные функции B±(xy у) ==•-- Д/ге м Е _ J _ 

7/ 

-г £2(М2 ~~ ^ З
ж ) и ^2 (х' 2/) = ^ i e 3 i s п~ £2 (^2 ~" Мзх) • Так как при соответст­

вующем подборе положительных постоянных М, Mlt М2, М3 L e ( J B i ±z)< 
< 0 и (i^ + z)! г > 0 , то Bi>\z\ (г = 1, 2). Следовательно, | z | < m i n (Вх, S2)-
Вне окрестностей точек (0, 0) и (0, Ь) очевидно, 

z=--.0(z2). (4.56) 

Применяя итерационные процессы, можно получить, так же как выше, 
асимптотику любого порядка, если параметры задачи достаточно гладкие. 

В случае общего эллиптического уравнения (4.21) с коэффициентом е2 

при старших производных, рассматриваемого в области Q, ограниченной 
снизу и сверху прямыми у = 0 и у = Ъ, которые образуют с кусками Г" 
и Гь углы, отличные от 0 и тс, погранслой можно построить аналогично 
тому, как это сделано выше. Во-первых, произведем замену переменных: 
х'=ф(х, у), у' = У> причем линии х' = 0 отвечают границе Г", а 

а-' = а -границе Г+;-д^-> Yo > 0- В плоскости (х', у') область (? изобразится 

прямоугольником ( ? ' ( 0 < я ' < а , 0 < у' < Ь), уравнение (4.21) приобретет вид 

г г 9 Г / / /ч d2w п о , , ,ч д2и , / г гч д2и . л , , ,. да . 

+ ш(ж'' y')g?+£(*'• 2/')"] +'l(x'> y')^-f(x'< У')11^ 

~h(x', у'); 7) = | L . (4.57) 
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Для построения погранслоя v вблизи у' = 0 представляем коэффициенты 
уравнения (4.57) по формуле Тейлора: а(х', у') — а (#')-[-<*i (%') у' + • • •» 
ц(х% у') = т\(х') + 'ц1(х')у'+. . ., f(x\ y') = f(x') + f1(x')y'+ ..., делаем 

в (4.57) замену ™- = £ и приближенно решаем уравнение 

i , L'ev=M0v + eR1v+ . . . = 0; 

л/г t /\ d2v . , f\ dv x / /\ 

В первом приближении достаточно решить в области х' < at у' > 0 уравнение 
d2v . , ,. dv M 0 ^ Y ( * ' ) g + т] ( * ' ) ; £ - - / ( * > = 0 (4.58) 

при граничных условиях 
г; | /=о = с; | У'=о ---= — и;0 (ж', 0), 0 1 * ^ = 0. (4.59) 

Искомое решение в силу того, что коэффициенты уравнения (4.58) зависят 
лишь от х', играющего в (4.58) роль времени, выписывается в явном виде, 
аналогичном (4.50). Далее, строим функции vv v2, v3 так же, как выше, 
и получаем асимптотику вида (4.56), однако вместо О (г2) мы сейчас полу­
чим в аналогичной формуле лишь 0(e), так как в (4.57) имеются члены 
с первыми производными по у'. 

Аналогичные явления параболического погранслоя возникают в тг-мер-
ном случае, когда граница Г содержит кусок характеристического много­
образия. 

§ 5. Доказательство теорем 6—9 

1. О ц е н к а н е в я з к и z на о с н о в е э н е р г е т и ч е с к о г о н е р а ­
в е н с т в а . Семейства решений ив задачи Аг (4.21), (4.22) равномерно 
ограничено (относительно г) по норме в %2, точнее, 

ЧШ1 Ч ! Ш + | М | 2 < Ф б М ' и\<СЛк^ • (5Л) 

т. е. задача Аг равномерно] разрешима. Действительно, решения щ задачи 
Аг имеют первые и вторые производные, принадлежащие J62 (см. [33], [34]) 
и, следовательно, для гг = гг£ имеем: 

Q Q 

Q 

— и dx dy = 0. 

В силу эллиптичности оператора (4.19) в Q имеем: 

.<* у)(МУ + 2Нг, у}Щ + ф, *>(£?>*[(£)' + ( ! ) ' ] . (5.3) 
*> Успехи матем. наук, т. XII, вып. 5 
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где а)2 > 0 . Пользуясь оценкой скалярных произведений: 

|((1+4Н)£.«Х0;-0^)!<И ду\\)+мЫ\2' 
(5.3') 

мы из (5.2) и (5.3) выводим: 

дх\\ + 
, ) + (а»-2М8)||В||»<|(А, «)|< ;J.||ft | |»+^||B | 

/ а 2 со2 Л 

Взяв s столь малым, чтобы 2 M £ < m i n f у , у J, мы отсюда получим 
(5.1). 

Допустим теперь, что выполнены условия, позволяющие провести 
итерационные процессы, описанные в п.З § 4, т. е. пусть параметры задачи 
имеют гладкость порядка 2(т-\-1). Тогда в любой подобласти Q = 
~Q — V (A) — V (В) для невязки 

имеем (см. (4.39')) 

т т -j-1 

j = 0 r=--0 
-ш — и 

^ 2 = 3 ^ + ^ = 0 ^ + 1 ) . 

(5.4') 

(5.4) 
Пусть Z,(у) — гладкая функция, причем £ (г/) = 1 при г/0 + 2 о < г / < ? / 1 —23 
и С (2/) = 0 для у>у1 — '' и для у<«/ 0 + 3. Имеем согласно (5.4), (4.19) 
и (4.20): 

^ ( С « ) - С Ы О ( . - ^ ) + . ( 2 6 * £ + 2 c | g + c f £ z + e * , ) = ^ (5.5) 

Так как в любой подобласти Q функции wi(i = 0, 1, . . . , т) дифференци­
руемы вплоть до границы Q, то \\w\\ ( 1 ) . ^ , . = 0 ( 1 ) . Далее, используя фор-

! + | | D | | 2 ) = = 0 ( s - i ) ) a мулы для vt, находим, что || v Н ^ ш ^ < <?( II-зт 
W ( 3 ) dp + а и 

ду 

из оценки (5.1) следует \\аг\\ (1) = О (е 2 ) . Отсюда для z = иг — w — Ъ 

получим: 

.+ ^ L + INI~ = 0(8 2) 
и, значит, 

IIM = ° A (5.6) 
Применяя теперь энергетическую оценку (5.1) к функции 'Qz, получим 

•с I д (С*) 
1 ## 

12 

+ i № 1 1 
1 #2/ 1 

+ \\Щ*<С\\\Г^О(е) 

и, следовательно, по любой подобласти вида Q = Q — V (Л) — V (В) 

дх ^ + 
dz 
ду 0(1), • = 0 ( е ) . (5.7) 

Но отсюда следует сразу, что правая часть /г2 уравнения (5.5) имеет н о р у у 
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О (г) по области вида Q и, значит, применяя опять энергетическое нера­
венство (5.1), получим: 

и отсюда 

г( 
V 

i 

\д 

dz | 
дх 

дх J 

|2 

2 II 

+ 
II 52 | 

дУ\ 

<ty I! 
) + ||?;Z||a = 0(ea), 

5 = ° W . II*II?? 0(e«). 

Применяя последовательно такое же рассуждение, получим: 

• + 
dz 
ду 0 ( a 2 m + 1 ) , | | z | ! 2 Q=-^(s 2 m + 2 ) . (5.8) 

Таким образом, вне окрестностей точек А я В (в которых, как было ука­

зано выше, w-, как правило, имеет особенности) в случае достаточной 

гладкости параметров задачи для невязки 
т m+i 

z - иг — У eJWi — 2 s ^r 

имеют место оценки (5.8), характеризующие в метрике Х2 малость z и ее 
первых производных, и, следовательно, часть теоремы 6 доказана (см. (4.41) 
и первую из оценок (4.42)). 

З а м е ч а н и е . Можно показать, что оценки (5.8) верны также, если h 
имеет производные до порядка 2т + 1 и при несколько меньших усло­
виях на гладкость коэффициентов, но мы на этом останавливаться не 
будем. 

2. О ц е н к и п р о и з в о д н ы х в ы с ш и х п о р я д к о в от не­
в я з к и z. О ц е н к а н е в я з к и z во в н у т р е н н е й п о д о б л а с т и . В лю­

бой внутренней подобласти^, ( ^ О ? , при достаточно малых г, z=uz—2 ^w
: 

j = 0 П 
m + l 

так как 2 s r ^ . ^ 0 для P£Q1. Согласно (4.18) и (4.34) 
г==0 

Lzz - L£ (иа - 2 £Ц-) = - em+1L : 
j = 0 

2^m- (5.9) 

Допустим, что /г £ "(¥<*>, где s = 2(m + l) + p. Тогда в <?г L2wm£W.iJP)f> 

т 
ue£W2

{s+2) (см. [44], [34]), 2 £ У ^6 Щ р + 2 ) . Эти дифференциальные свойства 

позволяют нам ниже почленно дифференцировать получающиеся уравнения. 
Пусть С (£*) — гладкая функция, обращающаяся в 1 в Qx и равная нулю 
вблизи Г. Тогда, пользуясь (5.9), найдем: 

dldz , \ , <К 

Продифференцируем обе части (5.10) по х и обозначим Cz = z: 

(5.10) 

1^1^.1+<й[2-й£] + - ) + й['1] д£ э .z , да: 

(5.11) 
5* 
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где, 

дх ~ V дх дх2 ' " ' ' ) дх ' 

dz Умножим обе части (а.И) скалярно на ^ и, пользуясь оценкой (5.1) 
и интегрированием по частям, получим: 

/ I I <>_( д£\ II2 

V II дх \дх J || 1-(-~^П+ 
\дуКдх)\\ ) л я1Г<с(Ч* да? / ' дх 

С помощью интегрирования по частям придадим последнему слагаемому 
следующий вид: 

V. дх Ъ ' daj S L \дх*дх' дх J + • • ' J дх ' 5л: у 

Применяя теперь к каждому из слагаемых правой части (5.12) элементар-
1 / 1 \ 

ное неравенство (F, £)<-т>- ( у |1^(|Ч•• о || G ||2 i , получим: 
/ и а / д ~ \ и 2 , и .a / a z \ ц2 \ . || 5z и2

 w , г 1 ._, 9ти,, „ ~ |19. 

+f& 

где 

да;2 
5 , г 1 * - ! / l f 2 l l ^ d s I!2 - ! - I I ^ 2 - II2 1 1 

L 2 || да?да? || ' 2 || да;2 || ' J -t- * 
д_ 
дх ( • + 

^т° 
iaz 
дх - [ + s М2 

М = max 

+ •• 
д2а | 
дх*\' 

]} 1 S-^A/2 II zM2 

I — 
да? 

) • 
взяв о достаточно малым, перенеся члены с множителем о влево и пользуясь 
доказанной оценкой (5.8) (£ = 0 вне (?), получим: 

/"II а 

Кдх) 
2 || d / д ' А ||2 ^ 

I ^2/V дх)\\ ) ^ = 0(г2т+*), 

или , так как Z == 1 в (?17 

да? I дя; Qi + ду\дх J Qi 
= 0(s2™+*). (5.13) 

Совершенно аналогичную оценку мы получим, если продифференцируем 
(5Д0) ПО: у. Дифференцируя последовательно (5.10) по х и по у и исполь­
зуя оценки вида (5.13), мы получим следующую оценку: 

<|£ О ) L+II 4 О ) ID+ji D'z ̂ =0(s2m+2_i) < Af,2m+24 (5Л4) 
где Dj — оператор любой частной производной порядка /, / < / > + ! . 

З а м е ч а н и е . Заметим, что для получения оценки (5.14) при / == р+ 1 
мы, вообще говоря, не сумеем (р+1)-и раз продифференцировать (5.10), 
тай-как L2wm имеет лишь производные до порядка р. Это затруднение 
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можно .,обойти,-предположив вначале, что h = /гп£ W(
2

S+1), s — 2-(m-f- !) + /'> 
z = zn—. соответствующая /гп невязка, причем hn=$h в метрике W(

2
S). 

Далее легко видеть, что константа М в (5.14) зависит лишь от норм 
\\hn\\ (S) и, следовательно, возможно в оценке (5.14), записанной для ги 

2 

и /гп, перейти к пределу при п—> со, не изменяя М. 
3. О ц е н к а н е в я з к и z в г р а н и ч н о й п о л о с к е о б л а с т и , 

Оценим теперь высшие производные от невязки в пограничной полоске, не 
примыкающей к точкам А и В. Пусть полоска Q1 ограничена кривыми: 
г~(Р=-0), т\> ? = ?i» ? ^ ?2» 0 < ?! < ?2 < * ' гД е ? = 0 ~ координата 
точки Л на Г, а Ф--координата точки В. Будем считать, что в областях 
вида Q1 линии ср -= const совпадают с кусками характеристик у ^ const; 
через Q2 будем обозначать аналогичную область вблизи Г . 

Во-первых, докажем, что для любого s > 0 справедлива оценка1) 
112 

дх2 
\QL 4- дЧ_ 

дхду 
дЧ 
ду2 1 ) ' I дх I Q1 

| | z | | Q i - 0 ( e ^ + i). (5.15) 

Оператор Ьг запишем в Q1 в координатах (р, <р): 

Lett = e ( a ( p , с р ) 2 + 213(р, ? ) ^ + у ( р , <р) ' 
V дР эр а? а^2 о(р, о) 

5 7Л 
/и, 

<9ф -ч причем отметим, что так как линии ср — const совпадают с ?/ —const, ~=^ 0, и, 
ди следовательно, коэффициент х при -— в (4.28) равен нулю. Пустъ4 = С(р> ?)— 

гладкая функция, равная 1 в некоторой малой окрестности точки (0, <Ро)» 
лежащей внутри Г~~, и равная нулю вне несколько большей окрестности. 

Например, С = ф ( -^ J ф ( ^1^_!Ш \ . д л н z = Us _. ш — у согласно (5.4), (5.4') 

(5.16) 

•О(в) . 

и (4.38), (4.39) имеем: 
£ e 3 = 3«H-igm(p, ? > £ ) ) 

где 
gm - — L2Wm — {Rm+2VQ + -Дт+l^i + • • • + ^ w + l ) -

Функция gm выражается через функцию wm, не зависящую от е, и с по­
мощью функций vQt viy . . . , tVn-f-ъ имеющих характер погранслоя, и, сле­
довательно, сосредоточенных лишь в областях вида Q1 и равных нулю 
в областях вида Q2. 

Функция Lz удовлетворяет уравнению 

#ш + s ( 2а т - — - - . . . ) + — oz -= /гг 
о т -, с>р dp у ' dp т 

L£ (Cz) = & 7 П + 1 < (5.17) 

x) Такого типа оценки для уравнений второго порядка, не содержащих параметры, 
были выведены С. Н. Бернштейном [31], [32] для случая двух независимых переменных 
и О. А. Ладыженской [33], [34] для п переменных, для уравнений высших поряд­
ков—О. В. Гусевой [44] (см. также Ниренберг [45]), [48]). Такие же оценки с заменой 
норм в «5?2 нормами в J ? p были установлены А. И. Кошелевым [46], [47] (см. также 
Ниренберг [48]). 

Приводимые ниже выводы оценок (5.15) и (5.32), а также аналогичных оценок длн 
решений уравнений высших порядков (см. теорему 11), отчасти близки к соответствую­
щим рассуждениям О. В. Гусевой [44]. 
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Введем обозначения Z = LZ, Ы~— оператор, полученный из Ls заменой его 
коэффициентов их значениями в точке (р0, Ф0), р 0<8, т. е. для р < у 

d2z то /~\ f ^z i Л » •> dz , 
L\ (z) = s( a0 -^ + . . . J + o0~ - fQz, 

где a0 = cc(p0, <p0), . . . , o0 = 8(p0, <p0), . . . , и запишем (5.17) в виде 

Lfz - } h + {LI - Le) 1 = A2. (5.18) 

Мы оценим сейчас z через /г2. Для этого будем считать функции 1J и /г2 

продолженными нулем в полосах: <р0 + 38 < ср < -f- оо, — оо <<р< <р0 — 38, 
3 8 < р < -)- оо, и применим преобразование Фурье по 9 K обеим частям (5.18): 

^ ^ ( a 0 | J + 2 3 J A ) ^ 

где 
+ оо 

*ч>-»=ук\ o~i\v *z(p, ? ) d ? , Я 2 ( Р , Х)= - ^ J е~^/г2(р, 9)d?. (5.20) 

Уравнение (5.19) является обыкновенным дифференциальным уравнением по 
р с постоянными коэффициентами, содержащими параметр X, причем в силу 
того, что 

z !,^о — 0 и z Е^ 0 для р > Зо, 
имеем 

Z| :^o - 0 и Z = 0 для р > 3 8 . (5.21) 

Представив в явном виде с помощью соответствующей функции Грина 

(?(р, £, X)]) Z через 7/2: Z ~ \ G (p, £; X) Я 2 (£)d£, можно вывести для малых г 

оценку 
d*Z 
dp* 

dz 
dp + ^\\Z\\l) + dz 

dP 
\Z\\2

9<C\\H2\\*, (5.22) 

где || ||p означает норму, взятую только по р в Х% (0, 38), а С — константа, 
которую можно так выбрать, чтобы она не зависела от X, г и от выбора 
точки (р0, 9о)> е с л и 0 < 80 < ср0 < Ф — 80, где 80 — фиксировано. Интегрируя 
по X обе части (5.22) и применяя равенство Парсеваля, получим: 

II z =-с d2z 
дрЩ + дЧ )+ dz 

+N 
: С || /г21|2 < 2С (|| hr К2 + || (Ц - - Lt) zf). (5.21') 

Так как 

(Ц - L) z - s- [ (а (р0, 90) - а (р, <р)) -~f + . . . ] + . . . - [ / (р0, ?0) ™ / (р, ?)] ; 

и z^tz обращается в нуль для о > 38, |<р —<р0 |>3э, то 

|| (L°-La)l f <СУ (38)|| 7\\1 (5.22') 

х) Выбор второго граничного условия для построения функции Грина G не суще­
ствен, так как Z = 0 при р !> 33. 
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где а) (8) — максимальная осцилляция в (^ коэффициентов операторов L2 и Lx 

(L£ = £L2 + bx), когда аргументы (р, ср) отклоняются на величину 8. Очевидно, 
о>—»0 при о—>0. Взяв о столь малым, чтобы 2СС х о) 2 <у, мы получим 

из (5.21') и (5.22') 
l | i j | 2

£ <4C| i / i 1 ! | 2 -0 ( s2-+2 ) ) (5.23) 

причем последнее равенство мы написали на основании (5.17) и ранее 
установленных оценок (5.8) для норм D4 и z, взятых по подобластям вида 

Q = Q-V{A)-V(B). 
Теперь уже легко вывести оценки (5.15) во всей области Q1 («ширина» 

Q1 равна о, 0 < р < о ) . Пусть Z (р, ср) - - гладкая функция, равная единице 
на Q1 и нулю вне несколько большей области и представимая в виде 
^ = = £ i + * * * + W» гД е С; —такие же функции, как L, Т. е. гладкие функции, 
со столь малыми носителями, при которых справедлива оценка (5.23). Тогда 

г г 
получим для z —£гг=У1 Zfi z 2 J Z7' пользуясь (5.17): 

|| z HI < С 2 || zt ||! < C, i ] || fe. !|2 = О (£2'»+2), .(5.24) 

где /г{ совпадает с правой частью (5.17), в которой £ = £f 
Так как С = 1 в (?х, то из (5.24) выводим, что 

N l . V = 0(asm+a), (5.25) 
где ll^ll? gi определяется с помощью левой части (5.2Г), в которой нормы 
берутся по Q1. Возвращаясь от координат (р, ср) к координатам (х, у) 
и используя для оценки норм первых производных ранее выведенные 
оценки (5.8), мы получим (5.15). 

Очевидно, что для областей типа Q2 это доказательство остается в силе.— 
Так как по любой внутренней подобласти оценка (5.15), #ак было пока­

зано в п. 2, имеет место, то она справедлива также в любой подобласти 
типа Q. 

Перейдем теперь к оценке производных высшего порядка от z. Для 
этого допустим, что выполнены такие условия гладкости параметров 
задачи, которые позволяют обе части (5.17) дифференцировать по р и ср 
р раз, т. е. параметры задачи имеют гладкость 2 ( m - f l ) + p . Заменим 
в (5.17) £ на £, положим L>Z = z и продифференцируем обе части (5.17) по ср: 

Ч * ) " " •*&->+•(>£[•#£]+•••)+ 

причем последнее равенство мы написали на том основании, что 

5i(££m) = 0W» т а к к а к дифференцирование по ср не повышает порядка 

логранслоев, входящих в gm, а остальные члены имеют порядок 0(гт+ъ} 
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на основании оценок (5.25) и (5.8). Применяя к (5.26) оценку (5.25), мы 
получим: 

dz 

Аналогично получим, что 

д'Н 

= 0(з 2 т +*) . 

:0( s2m + 2-i) (0<i<P). 

(5.27> 

(5.28) 

Для получения оценок других производных продифференцируем (5.17) 
(после замены £ на Q по р. Тогда из полученного уравнения найдем: 

"dp* : < | 
dz + j | z [ j | + s2(m+l) д (Qgm) 

Эр 

+ е2 2 £ ( ' - £ £ ) + - - - 1 Г > (5-29) 
Теперь уже следует различать случаи области Q1 и Q2> так как в них 

по-разному ведет себя -«— (£gm). Действительно, в gw входят функции типа 

погранслоя, сосредоточенные вблизи Г", и, следовательно, 

= 0(1), (5.30) — Го ) п ( 1 \ !) II ^й ,? х 
= °/ г 1 ; > I I — г ( C g J ft—^ dp f e 

где Q1 и (?2 —области типа Q1 и (?2. Пользуясь оценками (5.27), (5.24), 
(5.29), (5.30) и для оценки последнего слагаемого в (5.29) применяя 
оценки (5.25) в несколько большей области Qv Q1ZDQV получим: 

2 

S 2 

1 дН \\ 
1 dp3 || 
1 дН I 
I dp3 I 

< 0 ( e 2 m + i ) . 
Q 

(5.31) 

(5.3Г) 

Дифференцируя по р и по <р последовательно уравнение (5.17), мы выведем 
аналогично 

S2 || Z>J+2Z>i (7) ||2Г;1 = О (e2(m+l) + l-2ft-Z) | 
fc+o ; - ( * > i ) . с5-32) 

sa | |Z)?+ 2^(z) | |a
62 = 0(s2(«4-l)-ft-Z) J 

где D? = -Q-, Z>9 = — , k-\-l^p. Вспоминая, что £ = 1 в (? \ соответствен­
но (?2, и объединяя оценки (5.32), (5.28), (5.25), а также оценки (5.14), 
полученные в любой внутренней подобласти, мы убедимся в справедливости 
всех утверждений теоремы 6. 

х) Действительно, gm является суммой ограниченных коэффициентов^ 
умноженных на множители вида Р ( — , ср J ехр — Цср)~ (см. (4.37), (4.39)), а 

|(^(.f ; =f)exP [_M<p)f ] 1=0 (82). 
1 При дифференцировании gm по р каждый раз возникает множитель — , который 

и приводит к увеличению нормы gm на порядок. 
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4. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 8. Если правая часть h и коэф­
фициенты L s имеют ограниченные первые производные в Q и порядок 
касания р— 1 и д—1 характеристик в точках АяВ меньше 2, то согласно (4.27) 
решение w. задачи _40 принадлежит W^ (Q). Кроме того, первое прибли­
жение погранслоя v0 = — ф Г — ) ш (0, ср) е х Р ( — »̂ ~ ) также принад­
лежит W{i\ Отсюда следует, что невязка z = tte-(ai-fo0)fWl2) и z | r = 0. 

Для гладких функций G(x,y), И (х, у), обращающихся в нуль на 1\ 
имеем (см. (5.2)): 

( L . G , f l ) = - e ^ [t dG дН , , дН dG , , dG дН ] дН dG { 1 , , . 

\м 
дх дх 

______ 
дх 

дх ду ! ~ Ох ду ' % ду 

/<_Л Hdxdy - - е£ (С, Я) + (Lx G, Я), (5.33) 

где через В мы обозначили интеграл с множителем е. Совершенно анало­
гично тому, как это сделано при выводе энергетического неравенства 
((5.3), (5.3')), получим: 

<, 
dz 
дх + ду ) + || z f < С | - З..В (z, Z) -}- (Laz, z) |. (5.34) 

С другой стороны, пользуясь тем, что щ -решение задачи _4£ (4.21), (4.22), 
a w — задачи _4n (z = us —- (w + У0)), имеем: 

— г£> (z, z) + {Ltz, z) = — гБ (__s, z) -f (L^s, z) — [ — zB (w, z) + (Lxw, z)] — 

- [ - s_5 (t>0, z) + (Z,-y0, z)] - (ft, z) + гВ (ш, z) - (ft, z) + 
+ s_9 (y0, z) — (LjL'o, z). (5.35) 

Очевидно, 

_В(ш,_)<_Ш 8 | |1_ . | |* + e м ( 1 dz 
1 дх 

|2 

J + 1 dZ \ 
1 дУ \ + r 112 (5.36) 

Последние два слагаемых в (5.35) представляются в виде интегралов, взятых 
по окрестности Г", в которой v0 Ф 0. Записывая эти интегралы в коорди­
натах (о, <р), имеем: 

+ 0 (.")•), (5.37). 
причем мы представили коэффициенты э ф , <р) =- а (ж, г/) и о (р, <р) 
(см. (4.28), (4,29)) в виде а (о, <р) = а (<р) + ра2 (р, <р), 8 (р, <р) - 8 (?) + р82 (р, ?)• 

Под знаком последнего интеграла не будет членов + а (<р) ~- ~ -\~ 

+ Ч?)-о-^-2, так как v0 удовлетворяет уравнению (4.32); через О (гп) мы: 

обозначили члены, содержащие производные от ф ( — ) • Это оправдано 

г) _0 под знаком интеграла означает функцию, заданную формулой (4.33"), т. е. 
.без множителя Ф ( — ) > который включен в коэффициенты и в 0(гп). 
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тем, что подынтегральное выражение с такими членами равно нулю 
1 п_ 

в ^ т]-полоске I , а вне этой полоски погранслои v0 и его производные 
имеют любой порядок малости относительно е. Кроме того, с помощью 
интегрирования по частям мы добиваемся того, чтобы в правой части (5.37) 
под знаком интеграла не было членов с - ^ , кроме случая Со-^-тг--А op r k dp dp 

С помощью не раз уже применявшихся оценок скалярных произведений 
мы из (5.37) выводим, что 

~ *В (о0, z) + (LjV0, z) | < ~ ( dz 
dx 

dz 
ду hi 

Так как 
+ * l ( K + fop II2 | 

д? 
'') . (5.38) 

^1! 2=55 д а 2 ( ( ) ' 9 ) е 2ii(9)^^rfprf?=o(e), 
р^Ч 

дщ_ = 0(г), 

dv0 

dcp = 0 (8) , 
(5.39) 

то, взяв в (5.38) и (5.36) JST таким, чтобы - — г - < у , мы из (5.34), (5.35), 

(5.36) и (5.38) при достаточно малом е выведем, что 

dz n2N 

Л. + IH) + NI2 = ^)-
что и требовалось доказать. 

5. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 9. Если h(x, y)CZ<£2(Q)> T 0 

w(x,y), вообще говоря, не допускает производной по у и обладает 
такими же разрывами, грубо говоря, как функция /г. 

По фиксированной функции ф(ж, ?/), дифференцируемой в Q и обра­
щающейся в нуль в некоторых окрестностях точек А и J5, строим функ­
цию С (%, у) как решение задачи Копти: 

(5.40) щ = dx • / (х, у) I - ф (ж, г/), (ж, у) g (?, С |Г- - О 

(L*— оператор, сопряженный к Ьг (4.20)). Очевидно, £(#, у) обращается, как 
и ф(ж, у), в нуль вблизи 4 и В. Докажем, что 

С другой стороны, 
(в., ф) = (Л,9 + 0(у1) . 

(ш, ф) = (а;,4*0 = (̂ 1а;,С) = (А,0. 

(5.41) 

(5.42) 

Из (5.41) и (5.42) вытекает (4.46). Остается вывести (5.41). По функции 
С(#» у), которая на Г+ не обращается, вообще говоря, в нуль, строим 
вблизи Г+ пограничный слой v(p, 6) как решение обыкновенного уравнения 

d2v 
dp2 А ^ з а ( 6 ) ~ + о 0 ( б ) - ^ 0 , dp (5.43) 
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где (р, б) —такие же координаты вблизи Г1, как (р, <р) вблизи Г ; а (6) = 
= а(р, 6)]р==о> оо(0) = — cos(p, х) \т*>и\ > 0, при граничном условии 

7 | г + = 7|р==0 = - С ( Р , в) |р=0 = - С (0, б). (5.44) 

Следовательно, 7 = - С (0, 6) е £ , d2 = ° ^ у ><х* > 0. Положим: v = v-ф ( П . 

Очевидно, (С +- v) |г = 0. 
Отметим, что оператор N является такой же частью оператора L*, 

как оператор М0 относительно оператора Ьг. 
Имеем согласно (5.40): 
(и., ф) = (и., Щ) - (ие, L* (СЧ- *)) - (и8, L?v) = 

= (L 8 K„ Г + v) + ((LT - L.) и., (С + v)) - (ие| L*v) = 

- (/г, С) + (/г, v) - г (L2w8, (С + v)) - (в., L*v). (5.45) 

Пользуясь тем, что (£+v) | r = 0, мы сможем с помощью интегрирования 
по частям придать третьему слагаемому вид билинейной формы: 
— s (Ь2иг, (С +v)) = sJ?(tte, C +v)> B которую входят лишь производные 
1-го порядка от us, (C + v) и сами функции гг6, z + v (см. (5.33)). Но в силу 
(5.1) и ограниченности производных от С, B.Q 

г | В (в., Q ! < Сг !| Иг Ц^а, || £ Ц^г, = О ( | /1 ) . (5.46) 

Слагаемые гВ (ие, v) — (и8, 'L*v) оцениваются аналогично тому, как гВ(у0, z) — 
— (LJVQ, Z) В доказательстве предыдущей теоремы (см. (5.37), (5.38)) 

|еВ(ив, v)—.(йе, £*v) |< 

причем мы воспользовались (5.43) . Так как 

:с {•[ , 38 + l|v||}, (5.47) 

141 + 
dv 

ав + аР 
= 0(|/1), (5.48) 

и || (h, v) || < || /г || • || v || = О (V"s), то отсюда и из (5.47), (5.46), (5.45) выводим 
(5.41), что и требовалось доказать. 

Так как нормы иг равномерно ограничены: || us | | < М | | h\\ (см. (5.1)), 
и функции ф образуют плотное множество в £2(Q), то из (5.41) и (5.42) 
вытекает слабая сходимость ие к w в X2(Q). 

6. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7. Используя (4.25) и (4.27), 
легко выведем, что 

Lsw = h + еО [(у - у0)*~2 + (Уг - уУ~г\ (5.49) 

Отметим также, что на Г" вблизи точки А 

<р = О(х,(у)-х0(у)) = о[{у-УО)Р] ; у-у0 = О(?*>) (5.50) 

и аналогично в окрестности точки В. Поэтому вблизи А согласно (4.25) 
имеем: 

w (х0 (у), y) = w (0, ? ) = О (х, (у) - х0 (у)) = О ((у - у0)'р) = О (?). (5.50') 
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Ограничимся во всем дальнейшем, для простоты, случаем /? — 2, д~2. 
Заменим граничное значение w(0, <р) функции w через 

1 

где С ($)-— гладкая функция, £($) = 0 при ^ < у и £ ( £ ) - ! при £ > 1 ; пока­
затель р < 1 и будет дальше точнее определен; ср1 = Ф —<р; Ф —координата 
точки Z? на Г~. Очевидно, ш(<р) отличается от w (О, <р) лишь в окрестностях 
порядка е̂  точек А и В. Пусть v0 — погранслой, определяемый нз условий 
(4.32), (4.33'), где w(0, <р) заменено на w(o), а г̂  —функция типа погранслоя, 
определяемая из уравнения (4.35) для i = l (iV=l) при условии f7 |г- — 0. 
Положим 

где d (£) — гладкая функция, £2 (£) - 1 Для S < -у , £2 ($) = 0 для £ > 1; а < JL 

Предполагается, что -—<2|3<а, a f 8 < l . 
Докажем, что во всей области Q 

L&~*0( L _ + _ L _ \ (5.51) 
\(У-УО)* (У1-У)2 ) 

т. е. применение оператора Le к погранслою vs дает выражение такого же 
порядка, как второе слагаемое правой части (5.49) при р -— q =--2. Доста­
точно провести все оценки лишь в окрестности точки А. 

Согласно (5.50') имеем: 

И?) = 0(?), ) 
w'(?)^w(o,f)Q + w;(o,?)•?; = оц), I 
~ > (5.0Z) 

<"(?) = 0(?-2). J 
При этом мы воспользовались тем, что там, где ^^фО, т. е. для 

1 I 

—-£^<ср<г^, имеем ^ = —т-С= г= О (?-1)» и аналогичными оценками для С£ 
и С^". Далее заметим, что аналогичные оценки имеют место для 

y0 = S(cp)e £ , ввиду того, что Х(?) = #(<?), Х'(<р) = 0(1), Х"(<р) = 0(1)„ 
^" ' (?) = 0{{)- Действительно (о—нормаль к Г), 

и аналогично 

Заметим теперь, что оператор Вг содержит дифференцирование по t до вто­
рого порядка, дифференцирование по <р до первого порядка и множители t 
степени < 1. Так как дифференцирование по t повышает порядок малости v& 
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вблизи А на единицу: --—- = — X (9) w (9) e~x^)t — о (ср2), множитель г пони­
жает порядок малости на единицу у выражений вида v = О (<?к) е~1^*, 
tv = £0 (<pfe) • е~х <*>' = О (<рч) X"1 (XJ) е~и =. t> (9fe-1) е-*', и точно так же убе­
ждаемся в том, что дифференцирование по 9 понижает порядок на единицу, 
например у - (и0) = и/ (<р) е~^ - 5-Х' (9) te-™ - О (1) е - " - X'tSX"1 (X*) е - " = 
- 0 ( 1 ) е - ^ , то 

^ 0 = 0(1)6-^9)*. (5.53) 

Напомним теперь, что функцию v1 мы определяем методом подбора 
из уравнения 

М^= а (?) - 1 + 8 (?) ^ = - R ^ = ~ И (?) ' + * (?)] е-А(-

Отсюда находим, что v1 = —r-7t ~^riJi"T~ e~xt- Следовательно, ввиду того, 
что vx получается из i ? ^ с помощью умножения на t и деления на X (ср), 
то v1 = 0(<?~2). Итак, 

»o + e»i = o(<p + - i - ) . (5.54) 

Производная но 9 понижает на единицу порядок v1 по 9» производная по t 
увеличивает на единицу, а множитель t понижает порядок такой функции 
на единицу. Следовательно, 

%>i = 0 ( - V ) . (5-53') 

Выражение для R2v содержит производные по 9 до второго порядка; поль­
зуясь сказанным выше, найдем, что 

Дао0 = О(Г1), А<>1 = О (Г*). (5.53") 

Согласно формуле (4.30), записанной для iV= 1, пользуясь (5.53') и (5.53"), 
получим для V^VQ-^BV^ 

= 0(^+T+f) = °(^-+f)- (5-55) 
Имеем для v3 = n f -?- J (a0 + г^): 

r v / __ jry 

+»°[(lfl+lf!)(lf!)l=0(?+f)+-0^+i->(i> 
+Ч7('+-;0)+1(,[(К'+7)Ч1+й)-7] ,и"ч 

Отметим, что "в выражения для 0( ) входит множитель e~x^]t •=-- е 
~Х(ср)£ 

}) Без ограничения общности мы считаем, что в L2 входят лишь члены второго 
порядка. 
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1 1 
Следовательно, для -^-^ < <р и у еа < р < га 

е £ < е s <e-^i» p + e" 1 = 0(en) (а + Р < 1 ) 

для любого п, и 

М^^Ч^^^Ч^"1-^ (5.57) 
Для9<-9" £ ^ е̂ = 0, и эта оценка также остается в силе. Для p<-^-s a 

ys = y, и согласно (5.55) она также верна. 
Пусть у и у— ординаты двух точек Z)(<p, p), £(©, 0) трансверсали 

9 = const при р < га и у > у е ? (т. е. там, где 0e=|feO). Тогда 

а а 

У~Уо<У~Уо + ?<С?2-тг*-С^ + (е^=С^ + С1^<С2^ (а>2Р). (5.58). 

Отсюда выводим, что 

у.3 ^ > Ч з 3 ' 

(у-Уо) 1 

Учитывая, что для 9 > -у е̂ , (3 < 1, — < С, имеем для указанных выше р и <р: 2 
с 2 

<с4 з • 
(2/-2/о)2 

Следовательно, оценка (5.51) установлена. 
После того как установлена оценка (5.51), уже легко найти оценку 

в Q для невязки z. Согласно (4.21), (5.49) и (5.51) имеем: 
3 3 

Ь* = *О((у-у0)~* + (у1-у)~*) (z = u.-(w + v.)). (5.59) 
Так как 

3 3 
L. (в, - w) = - гЬчт = гО ((у - у0)~ * + (у, - у)~ *) (5.60) 

И 

(«. - w)\r = 0(?.<p1) = 0((y- y0f- (у, - yf), (5.61) 

то для оценки uQ — w вблизи точек А и В можно использовать барьер 
i i 

Ъ^Щ{У~~Уо)2{У1-у)21 так как 
з 1 i_ . 

4 ( T J ) - = - m 0 ( e c ( s , у)\{у-у^)~^-г^Цу-Уо?^)(У1-У)2-
з 1 i_ 

-т0(^гс(х9 у)~(у1-у)"2 + ^1(У1~У)2^)(У^Уо)2 + 

+ 2т0[±ес(х, у)(у-у0) 2(Уг-~У) Ц • (5.62) 
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Так как без ограничения общности можно считать, что г/1 — г / 0 < 1 , то 
_ 3 1 __ 3 I 1_ 1_ 

то[(У~Уо) 2(У1~У)~2 + (У1-У) 2{У-УО)2-2(У-УО)2(У1-У)2]> 
3 3 

>С1т0[{у-у0)~* + (у1-у)~% С1>0, (5.63) 
И 

3 3 
Z, .(TI)< -^вСт0[[у-у0)~^+{У1-у)~^. (5.64) 

Взяв т0 достаточно большим, можно добиться того, чтобы модуль правых 
частей (5.60) и (5.61) 

\'О((у-у0)~^+(у1-у)~Ц<^Ст0в[(у-у0)~^ + (у1-у)~% (5.65) 

\О((У-у0)Ч(Уг-у)*)\<т1(у)- (5-66) 
Согласно (5.64), (5.65) и (5.66) функция т\ может служить барьером для 
az — w, и, следовательно, в силу принципа максимума, примененного к функ­
циям иг — х8)-\-ч\у —-(ие— -w) + r\, получим: 

i * 
| ив - w | < т 0 (у - ?/0)2 (2/i - У)2- (5.66') 

Для <р>-тг£^ ?i>~2 sP» a значит, для у — у0>Се2$, уг — у>Се2* 

(см. (5.54)), и в силу (5.66') 

т. е. для у — у0>Сг2*, у1 — у>С&2$ 

Ы<М [({у - УоК~) {(Vl - » )Ч^) ] . (5.67) 
В качестве второй барьерной функции возьмем 

__ 3 _ 3 

^ - з Л / т ^ - у , , ) 2 + fai-y) 2]> 

Le-rj! = гМтл [ - | sc (.г, у) (у - г/0)-2 - ~ / J (у - у0) 2 + 

+ гМт, [ ^ sc (.г, у) (у, ~ уГ - \ f ] (у г - у)^г. (5.68) 

Правая часть (5.68) будет заведомо отрицательной, если 
~ гс {х, у) {у - у0у2 - т / < - Y2, ^ sc (ж, у) (Уг - ?/)~2 - 1 / < - f, (5.69) 
и так как / > ш 2 > 0 , то (5.69) выполнено для 

у~у0>еЧЪ уг-у>Л1 о х > 0 . (5.70) 
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Для таких у имеем 
_ 3 __ 3 

L^K-fMm^Ky-y,) * + (У1-у) % -,; (5.70') 
-Заметим теперь, что неравенство 

_ 3 _ 3 
4x = e M m 1 [ ( y - y 0 ) t+fa-y) 2 ] > 

> A f [ ( ( y _ ^ + _ ^ _ ) ( ( y i _ y ) l + _ l _ ) ] (5.71) 

заведомо выполняется, если 
__ 3 1 _ 3 i 

^АУ-УО) 2><<У~Уо)2 + -у~ и emi(yi-y) ^>(У1-У)2 + ^ГУ 

или, так как \у — у0\<1, \у1~у\<Л ( т 1 > 1 ) , то достаточно, чтобы 
£ ( m 1 - l ) > ( ? / - 2 / 0 ) 2 , s ^ - l J X ^ - y ) 2 , 

т. е. 

S^(mi-if>y-y0, e(m1-l)2>y1-y. (5.72) 

i — £ 
Взяв mx столь большим, чтобы ( т 2 — l ) 2 >oJ и чтобы у2^7к/г/??1з [(г/х — г/) 2 + 

_ з 
+ (у — у0) 2] было больше модуля правой части (5.59), мы из (5.67), (5.71) 
и (5.70), (5.70') выводим, что в подобласти Q1dQ, ограниченной Г", Г* 
и прямыми 

1 * 1 i 
У-Уо = (т1~ 1)2г2

5 У1-У = (mi ~~ i ) 2 ^ 
справедливы соотношения 

I L z e K - L ^ , - (5.72') 
0 = z e | r r < 7 ] 1 , 0 = z s | r , < т ] 1 (5.73) 
1 i I I 

и при У~Уо = (Щ- 1)2£2 И У1~У = (т1-1)2г2, 

Ы < Ъ , (5.74) 
1 i i 1 1 

где Г~ = Г~П(^о + ( ш 1 ~ 1 ) 2 £ 2 < 2 / < 2 / I " (^ i™ 1)^£2), и аналогично опреде­
ляется Г*1). В силу принципа максимума из (5.72'), (5.73) и (5.74) выте-

х) На Yl zs — 0 для достаточно малых s, так как тогда на Г^ (vB + ш) | - = 0. Дей­

ствительно, tfe = Ci (v0 + s^), y0 мы строим по граничному значению 

I i • JL 
•i^lr-^O. На Г7 ^[-^-) = 1» т а к как J/ —2/0>£ (WH — 1) , и, значит, ср> Cjs 4

 t Так 

как [3 > 4 , то для достаточно малых s u - ^ - U l , ш(ср) = до(0, с?) и (t«y + t/e)| _=гб, 

а вместе с тем z z . | - . = 0. • <• 
5 T l 
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кает оценка 
_ 1 _ з 

Iz^T^tMm^y-yJ 2 + (У1-у) *) (5.75) 

для у — Уо>(™<1 — 1)222 и у3 ~ ? / > ( / п 1 — 1)М. Оценки (5.67) и (5.75) можно 
объединить для таких у в одну общую оценку 

г I i - Л - i n 
z e | < C m i n [ ( ? / - 7 j 0 ) 2 + ^ 3 ^ ' (У1~У)2 + ^ г ^ . е ( » - У о ) 2» е(2/1-У) 2 J • 

(5.76) 
i_ 1 i t 

Для ?/ — у0 < (л? t — 1)2с2 и у у — г/ < (т а — I) 2 s2 ограничимся оценкой 
1 * 

| и£ - КУ | < С (у - у0)2 (у, - ?/)2, 
имеющей место в силу (5.66'). 

§ 6. Регулярные вырождения и итерационные процессы ($Щ£Л 
в случае уравнений в частных производных высших порядков 

1. О б щ а я п о с т а н о в к а з а д а ч и. Мы рассмотрим общую задачу. 
В /г-мерном пространстве задана область Q с кусочно-гладкой границей Г. 
Через Ls мы будем обозначать линейный дифференциальный оператор 5-го по­
рядка, действующий на функции и (х) ----- и (xv . . . , хп), заданные в Q. Зада­
ча А0 заключается в решении дифференциального уравнения /сто порядка 

Lku=h (6.1) 

при граничных условиях, вообще говоря, разных на разных частях 1\ 
г = 1, 2, . . . , р) границы Г: на 1\ 

15-1 - 0 (s==0, 1, . . . , k.-i). (6.2) 
Задача Аг заключается в решении уравнения более высокого к 4- /-го по­

рядка 
г 

Leu ~ Lhu -\- У. ^Lk,sii ^ h (6.3) 

при граничных условиях (6.2) и дополнительных условиях: на Г{ 

- О (г = 0, 1, ..., /.-1) (6.4) 
Ji.-\-r 
а '' и 

д7^т 

(числа /cL, / t, вообще говоря, различны на разных частях 1\ (£= 1, 2, . . ., р) 
границы Г). 

П р и м е р ы. В задачах §§ 1 и 2 граница состояла из двух частей (р = 2): 
точек х = 0 и х — 1, для которых числа кл и А2, /г и /2 были, говоря вообще, 
различными. В задаче п. 2 § 4 граница Г состояла из двух частей: \\ = Г+, 
Г2 = Г-; / ^ = 1 , Z1==0; ft2 - О, Z 2 = 1 . 

Введем теперь, как мы это делали в § 4, местные координаты в окрест­
ностях каждой части 1\ границы. Положение точки А на 1\ определяется 
координатами ф (срр . . ., <рп_г). Из каждой точки -Agl^ проведем трансвер-
6 Успехи матем. наук , т. X I I , выи. 5 
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«саль АВ длины т] > О (т. е. вектор, направленный внутрь Q и образующий 
с касательной плоскостью угол, отличный от нулевого) так, чтобы система 
трансверсалеи обладала степенью гладкости, отвечающей гладкости самого 
куска Г{, и чтобы при достаточно малом т] трансверсали попарно не пере­
секались. Множество этих трансверсалеи заполняет часть Q^' области Q, 
прилегающую к 1\. Определим в (Х° координаты (о, cpi> •••> ?n-i)- Если 
АВ- трансверсаль из Q^\ выходящая из точки А с координатами 
<р (<рх, . . . , 9n_i) на 1\, то для любой точки С £ АВ ее координаты (р, <р2, . . ., <pn_i) 
определяются следующим образом: координата о означает ее расстояние до 
точки A, a <p(?i» • • •> ??i-i)—эт0 координаты /1 на Г-. Уравнение р —О опре­
деляет l\, a 9t = const (г = 1, 2, . . . , я — 1)—трансверсаль. В новой системе 
координат дифференциальные операторы s-то порядка перейдут в операторы 
того же порядка, которые будем по-прежнему обозначать через L8. Имеем: 

. 7 * + г = з" {«кчг (р, 9) £ £ - ' , 2 S 21 *,". <•> (Р. 9) | ^ - /><"»}. («5.5) 

где (s) — набор неотрицательных чисел si (г—1, 2, ..., л — 1): (s) — (sv ..., sn_,), 
т г - 1 

для которых У. 5, = 5, D{s) = —• . 
ГТ 0Ф!* .. . & > - } 
г=1 41 ' л - 1 

Предполагая коэффициенты aft+r, bj ) ( s ) соответствующее число раз диф­
ференцируемыми по р, представим ak+r в виде конечного степенного ряда по р 
с остаточным членом N - f 1-го порядка, именно: если ak+r (9) = ak+r (О, <р), то 

лг 

* f t + P (Р. ? ) =•• aft+r (? ) + 2 aft+r. a (?) PJ + < W (p, ? ) ?"+* ( 6 . 6 ) 
a=1:1 

и аналогично, если bjt(8)(0, <p) = bj (S) (9), то 

bi,(e)(p, ?) = &i, <*>(?) + 2; Ь,-,(в).в(?)Рв + Л+г,,-,(в)(р. ? ) p " - ' + 1 . (6-6') 
a— 1 

Заменим координату р на t ^ ^-, тогда ^ = г ~ р ^ ~ и в силу (6.6) и (6.6') 

" ff = - 1 

(6.7) 

+ 2 e ' ^ i . („,„ (?) + s"-i+i**-i+i r f f t+ r i ,-, „> (p, 9) ] ^ D W t t - (6-7'> 

Из (6.5), (6.7) и (6.7') следует: 

.'I»trn = .-* { a f t + r ( ? ) ^ + e^>,«+ • • • +.^й»« + «№+|4^!>«} - («•*) 
где 

ul>=*«k+r.,(?)|S-+i;6i.(.>(9)^^,« 
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и вообще Z4+r> i<N - линейные дифференциальные операторы относительно 
t, 9 с коэффициентами при производных вида c(y)tJ\ 0 < / < г , с (9) - функ­
ции 9« 

Наконец, коэффициенты оператора LhX\.[) имеют вид с^ г(р, 9 ) ^ + 1 > 
dfe+rfi,(8)(p» 9 ) ^ и ~ ^ где ch+r и <4+/-, j ) ( s ) независимые от з ограниченные 
функции от р, 9 (см. (6.7), (6.7')). 

Из (6.8) следует: 
I N 

L*u == ^ £rL,;.rw = a~k {MQu+ 2 е '̂/г.-к - f s^ + ̂ jv+it t} , . (6.9) 
г - 0 i 1 

где 

r....,.Q 

— дифференциальный оператор по / с не зависящими от t коэффициентами, 
В линейных операторах R., i<:N коэффициенты имеют вид 2/i(?)^'» 

в RN+i— вид 2 ^у(Р>?)^> гД е ^;(р>ф)~ 11е зависящие от г функции 0,9. 

Сохраняя терминологию § 2, назовем алгебраическое уравнение 
i 

\hQo(\).~ Уак,г{ф)}к"г^0 (6.11) 

дополнительным характеристическим уравнением в точке 9 части \\ гра­
ницы Г. Мы скажем: вырождение задачи Аг в задачу А0 регулярно, если 
в каждой внутренней точке каждой части 1\ границы Г число корней 
дополнительного характеристического уравнения с отрицательной веще­
ственной частью совпадает с числом 1г условий (6.4) задачи Аг, выпадающих 
при переходе к задаче А0. 

Мы проведем дальнейшие рассмотрения сначала для случая, когда 
к ^ 2/t-j и / = 21 г — числа четные и задачи Ае и А0 суть первые краевые 
задачи для эллиптических уравнений порядка 2(/г1-[-/1) и 2кЛ. В этом слу­
чае граничные условия (6.2) и (6.4) имеют одинаковый вид для всей гра­
ницы (число р частей 1\ равно 1: Гт •- Г). 

2. Вы р о ж'д е \\\\ е э л л и п т и ч е с к и х у р а в и е н и й в э л л и п т и-
ч е с к и е . Итак, пусть задача /10 есть первая краевая задача для эллипти­
ческого уравнения порядка 2кл 

L2bxu^h (6.1') 
при граничных условиях 

S i r - 0 (* • - 0, -J, А, - (6.2') 

Задача /L заключается в решении эллиптического уравнения 

L e M , - V ErL2ki,ru^h (6.3') 
г - О 
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порядка 2 (fej + Zj) при граничных условиях (6.2') и дополнительных гра­
ничных условиях 

^~т-^ \ --- 0 (г =-.= 0 , 1 , . . . , / , - 1). (6.4') 

Эллиптичность L, означает эллиптичность старшего оператора Z,2 (fci+ь) • 
Считая границу Г достаточно гладкой, можно построить единую полосу Q^, 

заполненную траисверсалимп длины т{. (В качестве трансверсалей можно 
взять, например, в данном случае нормали к Г.) В этой полосе введем, 
как указывалось выше, систему координат (р, <р) (?(?!»•••> ?V-i))» в к о т ° -

рой уравнением Г будет р г - 0; заменяя р координатой / = - - . получим раз­

ложение (6.9) оператора Lz в окрестности Г; 

iv 

L£w = е-2?г1 (Д/0и + 2 s ^ - и 4 - eN-M/fo+i в)» (6-9 ') 
г^ 0 

9./, 

Э2,"+Гц М о И , : 2 « ^ + , ( ? ) ^ Т Г - (6-10') 
г- 0 

Регулярность вырождения в нашем случае означает: дополнительное 
характеристическое уравнение в каждой точке <р границы, принимающее вид 

2_/i 

i32 ( f t l+i l ) (>.) - • X2'* <?« (X) r== S а2/*1+г (?) X2 f t l + r - 0, (6.11') 
г - 0 

имеет ровно 1Х корней с отрицательными вещественными частями, т. е. 
столько, сколько условий (6.4') задачи А3 выпадает при переходе к задаче А0. 

Мы считаем, что выполнены следующие условия: 
( 1у Задача А0 разрешима: например, ;пр_н любой правой части /г£<2&2 

уравнение (6.1') при граничных условиях (6.2') имеет решение w, 
\\w\\i^C\\h\\, С--константа (это значит, что 0 не является собственным 
значением оператора Z/2/ti при условиях (6.2')); || ||г— норма, вообще говоря, 
более сильная, чем норма || ||. 

(Ти Вырождение задачи Аг в задачу А0 -регулярное, т. е. уравнение 
( 6 . l l j имеет ровно 1Х корней с отрицательными вещественными частями. 

(Ш.) Задачи Ае равномерно разрешимы, т. е. они для всех достаточно 
малых в и для любого /?, например из <%2, имеют решение ив, причем 

i jMei^CJIAII, (6.12) 

где Сг > 0 не зависит от г и от /г, jj ||2 - норма, вообще говоря, более 
сильная, чем норма jj jj в Х2 и чем норма || ; j r (Подробнее об этом см. § 7.) 

(iVy Решения задачи AQ при достаточно гладких правых частях настолько 
гладки, что к ним можно применять те операции, о которых идет речь 
ниже. 

\ Требование IV будет выполняться, если граница Г, коэффициенты 
\ оператора Z f̂ci и правые части достаточно гладкие. В следующем napa­
lm графе будут приведены условия, достаточные для выполнения I — IV. 
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При выполнении условий I — IV проходит итерационный процесс, ана­
логичный описанному в § 2 (и § 5), заключающийся в последовательном 
получении функций wv vv а. (£ = 0, 1, . . .) таких, что решение щ задачи А 
представляется в виде 

т N N 

в. =• щ + ( 2 * Х + 2 *Г+Ч -!- '2 *v) + zm, . (6.13>. 
s^-i г- 0 г-=0 

при этом 
\\L2zm\\'-:0(^^) (6.14) 

(в данном случае следует взять N •••••••- т-\-к^), w0 определяется' (ср. § 2) как 
решение задачи А0: ; 

^2fti^0-: "• Й- - - ::(6.15)-

при граничных условиях (6.2'). Но w(} не удовлетворяет условиям (6.4'). 
v0 есть функция типа погранслоя, компенсирующая невязки в выполнении 
этих условий функцией wQ. Именно, v{) есть решение типа погранслоя диф­
ференциального уравнения с постоянными относительно t коэффициентами 

у,- О 

Характеристическим уравнением для лнффереиниалытого уравнения (6.16) 
является уравнение (6.1 Г) . 

Условие регулярности означает: уравнение (6.11') имеет lt корней 
- Х1? . . . , — 'К\л с отрицательными вещественными частями (Х-=)4('f) зави­
сят от <р). Этим корням отвечают (мы предполагаем для простоты эти 
корни простыми) частные решения типа погранслоя уравнения (6.16) 

ехр(--Х.О = е х р ( - Х { | ) . 

Общее решение vQ уравнения (6.16) типа погранслоя имеет вид 

у о = £ k i 2 ci ехр ( ~ м ) =-- s"J 2 ci GXP f - xi 
i = i 

где ci^ci{o) зависят от ср. Коэффициенты с-((у) находятся, как и в § 2, 
из 1г условий компенсации невязок w0 в выполнении граничных условий 
(6.4'): 

dhl+r(Wo-rV0)\ 
Эр"1+Г 

Записав vQ в виде 

_. „-(hi-ur) afel+r(a>o + Po) j 

(r=0, 1 /i—1)-

0 (6.17) 

_ ii 
o0 = *hw0 = ahi £ с exp ( - X t), (6.17') 
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получим для определения с;.--= с;. (у) систему уравнений, вытекающую 
из (6.17): 

( r - 0 , I, . . . , ^ - 1 ) , 
откуда 

n=o 

a fei+1 ^о 
£ ( ~ X/^V~ - _ . r £ ^ | ( r e 0 f 1, . . . , ^ - 1 ) . (6.17") 
i=o 

Система (6.17")— такая же, как система (2.17) в § 2 (с той лишь разницей, 
что теперь Х{ =\{ (у) —функции 9)- Найденные из этой системы ci = ci(<p) 
суть ограниченные и дифференцируемые до определенного порядка функ­
ции 9* 

Далее, а0 определяется в (?ч как многочлен (&г — 1)-й степени относи­
тельно р такой, что w0 + v0 + sa0 удовлетворяет всем условиям (6.2'), (6.4') 
(см. § 2), т. е. 

аа0 (р, ?) = _ . * 2 с, (9) ( 1 - ''f + g - • • • + ( - I ) * - ' . £ ^ т ) • 

Затем ва0 заменяем функцией sd> Г — Ja0, которую по-прежнему обозначаем 
через а0. 

Мы ищем решение иг задачи А£ в виде (6.13) 

т N 

щ = (ш0 + I 1 esa/J + 2 es (fe + sas) + zm, 

и уравнение (6.3) записываем, пользуясь (6.9), в виде 
т N N 

h = ь£ие = L£ (^0 + 2 * Ч + 2 *8+Ч) + £. ( 2 еч) + L.zm = 
2Zi m iV 

^ {(^2kl+ 2 ssZ2fel + 8) ( 2 * 4 + 2 ss+4 )} + 
s = i s = 0 s^=0 

iV-f1 iY 

+ e-ftl ( K + 2 з*Л.) ( 2 *4)1+Mn (6.18) 

(здесь as = sfelx>s). Соединяя члены при г г ( 0 < г < т ) в первых фигурных 
скобках и приравнивая их нулю, получаем: 

[г] [г] 
L2u1wi^ - 2 Lbht+sWis ~ S ^2?ц+8^-8-1» (6.19) 

[г] = min (г, 2/х) (г = 1, 2, . . . , /?г). 

В качестве wi берем решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям 
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Аналогично, соединяя члены при одинаковых степенях в* ki во вторых 
фигурных скобках, получаем: 

М&--Ъ ЯЛ_8. <6.20) 
8 = 1 

Если whv ahv
 vj-iz==ehlvj-i известны, то из (6.19) и из требования, 

чтобы wi удовлетворяла граничным условиям (6.2'), находим wv Далее, 
находим vi = ekl'vi из уравнения (6.20) и из требования, что wi + vi удов­
летворяет 1г условиям (6.4/) и что vi есть функция типа погранслоя. vx нахо­
дится так же, как в § 2, и имеет вид (6.17'), с той, однако, разницей, 
что коэффициенты при экспонентах суть многочлены от t; v-, как и v0, ока­
зывается функцией типа погранслоя й -̂го порядка. а{ есть многочлен 
степени кг —-1 от р, такой, что vi + eai удовлетворяет условиям (6.2'). Сле­
довательно, 

Wl-rVi-\-eoLl (6.21) 

удовлетворяют всем граничным условиям (6.2'), (6.4'). При i > m гранич­
ные условия для vi заменяются требованием, чтобы vi удовлетворяло одно­
родным условиям (6.4') (ср. § 2). 

Далее, функцию ос- заменяем на ф ( - J aL, сохранив для новой функ­
ции прежнее обозначение. 

Построив функции wb (i = 0, 1, . . ., т) и a- (i = 0, 1, . . ., т — 1), мы 
добьемся того (см. (6.19)), что в первых фигурных скобках формулы (6.18) 
уничтожатся все члены при s s ( 0 < s < m ) , т. е. останется выражение 
вида /г + 0(зш+1). Точно так же во вторых фигурных скобках, если 
построены vi, i<iV (см. (6.20)), уничтожатся все члены при 8s~fci(s<iV) 
и останется выражение порядка £N-fei + i# Если положить 

N = т 4- kv 

то в обеих фигурных скобках останутся лишь выражения порядка em+1. 
Доопределим теперь функции vv считая их равными нулю в Q — Qn-

Для того чтобы сделать эти функции гладкими в Q, умножим их в Q^ на 
сглаживающий множитель ф ( $- ). Функции v{ остались без изменения 

в полосе 0 < р < ~ - . В полосе же ~-< р<т] экспоненты ехр Г — \ ~ \ равно 
как и их производные любого порядка, будут величинами порядка выше em+1. 
От умножения этих экспонент на функцию ф ( ~ ) с ограниченными произ­
водными порядок их и их производных не понизится. Следовательно, 

m+ki 

в полосе -g- < р < т ] LJ 2 £ Х ) останется величиной порядка выше em+1. 

В Q — QTi это выражение равно 0. 
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Итак, 
т m+hi тлк\ 

lkmll = 0(l), 
где || ||—норма в некотором банаховом пространстве (см. § 7). Отсюда и из 
(6.18) следз^ет: 

• ^ т = гт+*8т, j|ftj| = 0(l) (gm=-gj. 1(6.22') 
Так как иг и ^ + ^ + заг удовлетворяют условиям (6.2') и (6.4/), то 
и zm удовлетворяет этим условиям (wi ^Е 0 при г > т). 

Из предположения о равномерной разрешимости задач Ав следует: 

;! z m l!2 ^ ^ \w /* 
Обозначая теперь 

получаем 
1|Ут11г0(1)? 

(6.23) 

Если положить wi--=wl+ai_11 TO (6.13) примет следующий вид: 
т rn + ki л 

И. =-: WQ + Д ЗХ + Д 3 4 -г 8-+1Ут, I 
II Ут 1 1 ^ ( 1 ) , jlLeymi| = 0 ( l ) . J 

Функция wi будет (в силу (6.19)) решением уравнения 
Ф __ 

^ W ^ -- 2] L2kl+sWi_s. (6.19') 

Для того чтобы наш итерационный процесс можно было проводить, 
нужно, чтобы решения Wj уравнений (6.19) при граничных условиях (6.2') 
были настолько гладкими, чтобы к ним можно было применять операторы, 
стоящие справа в (6.19), и чтобы граничные значения этих решений были 
настолько гладкими, чтобы к определяемым ими функциям v- можно было 
применять операторы из правой части (6.20). 

Мы пришли к следующей теореме. 
Т е о р е м а 10. При условиях I — IV решение и, задачи Ав (6.3'), (6.2'), 

(6.4') допускает асимптотическое представление: 
т m-ffti 

«з = а<0+2 s x + 2 зЧ + з'п+Ч». (6.23') 
где w0 —решение вырожденной задачи А0 (6 .Г) , (6.2'), wi ~ wi + аЬ 1 , wi — реше­
ния уравнения (6.19) при граничных условиях (6.2'), vs = sk vs— функции 
типа погранслоя, получаемые как решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений (6.16) и (6.20) с постоянными относительно t коэффициентами 
при соответствующих граничных условиях, а для невязки *п+1ут имеем: 

sm + 1 | |2U|a = sm t l0(l)> II ^.Уп, II = 0 ( 1 ) . 
3. О б щ и й с л у ч а й . Вернемся к общему случаю, рассмотренному 

в начале параграфа. 
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Мы считаем, что граница Г разбита на части Гь(1-~1, 2, . .*, р), 
в окрестности каждой из которых введены соответствующие системы коор­
динат (р, ф) ( ср^ , . . ., 9n-i))> п 1 ш э т о м : 

1) Каждое 1\ удовлетворяет соответствующим условиям гладкости; 
(и.--2)-мерное множество ф , разделяющее эти части, тоже кусочно-гладкое. 

2) На каждом куске 1\ заданы кь условий (6.2) задачи А0 и 1{ допол­
нительных условий (6.4) задачи .4£. 

3) На каждом из кусков Г\ для точек ®, внутренних к 1\, коэф­
фициенты ak(<p) и аш (<р) главных частей операторов Lft и L^+l, записанных 
в координатах (р, ?)? при старших производных по трансверсальному 
направлению р сохраняют постоянный знак. 

ПредполагаяЛразре^иТз^шсттГ задачи ^1043достаточиую гладкость получен­
ных решений (вне %) ^регулярность вырождения задачи Ае в задачу А0, 
можно строить, так же, как это сделано в § 2 и в и. 2 настоящего 
параграфа, последовательность функций ш-, vt, а-ь. При этом w0~решение 
задачи А0: Lkw0^h при условиях (6.2); У0 —решение типа погранслоя 
уравнения M0v0 = Q, компенсирующее невязки в выполнении условий (6.4) 
у wQJ т. е. vQ-\-wQ удовлетворяет условиям (6.4). Условие регулярности 
обеспечивает возможность построения vQ. Как и выше, устанавливается, 
что v0 является функцией типа погранслоя /сгго порядка в окрестности 
1\(£— 1, 2, . . . , / / ) ; а0 — многочлен порядка кь~\ в окрестности 1\, такой, 
что v0-\-w0 !-sa0 удовлетворяет условиям (6.2) и (6.4). Далее, повторяя итера­
ционный процесс, описанный выше, находим последовательно w{, v{, аг. 
Функции vt1 at определяются независимо в окрестностях разных кусков 1\щ 

В окрестности ф асимптотику и, приходится, как правило, исследо­
вать дополнительно (см. теорему 7 §§ 4, 5), так как на D могут появиться 
особенности. Вне этой окрестности построенные функции vi и ai доопреде­
ляются, как в п. 2 настоящего параграфа, с помощью сглаживающих 

функций ф ( -- j . Мы полагаем, что вне любой окрестности V (®) разделя­
ющего множества Ъ итерационный процесс проходит. Полагая, как в §2, N— 
= т + т а х (/с—к{), получим так же, как в п. 2, еслиzm —невязка: 

i 

т N N 

s =0 s=0 8=0 

| | £ , # J | ' = 0 (1 ) ; (6.24) 

через || ||' обозначена некоторая банахова норма функций в области 
Q~ F ( S ) . Лишь при дополнительных условиях, как мы видели в § 4, мож­
но норму || ||' заменить в (6.24) нормой, взятой по Q. Если для за­
дач Ав выполняется условие равномерной разрешимости, то из (6.24) при 
определенных условиях можно заключить, что || ъш |^ = || £т+1ут \\'2 = О (zr>ui), 
где || \\'2 — норма, вообще говоря, другая, чем норма || || ', но также взятая 
по подобласти Q — V (%). В этом смысле окажется тогда справедливой 
и теорема 10 (см. § 8). 
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4. П о г р а н с л о й , о п р е д е л я е м ы й у р а в н е н и е м в ч а с т н ы х 
п р о и з в о д н ы х . В ряде случаев, как мы уже видели (§ 4, п. 5), на 
одной из частей границы Г- akH (9) = 0 или ah (9) = 0. Это означает, что Г{ 
есть характеристическое многообразие для оператора Lk+l или Lh. В ка­
честве главной части М0 оператора L£, записанного в координатах (р, 9) 
вблизи Г{, при расщеплении типа (6.9) мы уже в этом случае не получим, 
вообще говоря, обыкновенного дифференциального оператора по трансвер-
сальному направлению. В оператор М0 могут входить и члены, содержащие 
дифференцирование по 9i (см. § 4 и ниже § 8). Таким образом, уравнение 
M0v0 —0 И аналогичные уравнения для определения vs (в окрестности 1\) 
могут превратиться в уравнения в частных производных, но в более 
простые, чем исходное уравнение. Регулярность вырождения при этом 
означает, что краевая задача для уравнения М0УО = 0 , связанная с пога­
шением невязок wQ В граничных условиях на 1\, имеет решение типа 
пограничного слоя. В настоящей статье мы не даем общего анализа регу­
лярных вырождений такого рода. В § 8 мы решим ряд задач с погран-
слоями, определяемыми уравнениями в частных производных. 

5. Я в л е н и я в н у т р е н н е г о п о г р а н и ч н о г о с л о я . Как ука­
зано было во введении, явления типа погранслоя возникают не только 
вблизи границы Г области Q, но и внутри Q. Это имеет место в том 
случае, когда решение предельной задачи А0 имеет вдоль некоторого 
многообразия © разрыв или разрыв своих производных, отсутствующий 
у решений допредельной задачи. Проиллюстрируем это явление на конкрет­
ном примере. Задача Аг состоит в решении уравнения 

LBus == е2Аие — щ = h (x, у) (6.25) 
при граничном условии 

и|г = 0. (6.26) 
Предельная задача А0 есть решение уравнения 

LQw0= — w0=-h(x, у), (6.27) 

т. е. w0 = — h{x, у). Пусть h(x, у) кусочно-гладкая функция, имеющая 
разрыв первого рода только вдоль отрезка CD прямой у = 0. Для простоты 
будем считать CD лежащим строго внутри Q. Поскольку ив непрерывно 
дифференцируемо в Q, то uE~-w0 терпит разрыв вместе с производными 
первого порядка на отрезке CD. Поэтому в асимптотике иг должен, кроме w0, 
еще фигурировать член vid(x, у), компенсирующий разрыв wQ и ее произ-

_ У 

водных. Будем искать ri£ в виде: при у>0 7]£==<р(х)е % при у<0 
у 

vie ^ ф(я)ее1), где <р(х) и ф (х) определим ниже. Введем обозначение 

[F] = F(x, +0 ) - / • (*> - 0 ) . 
*) Отметим, что гы—функция типа погранслоя, найденная при у > 0 и у < 0 как 

решение обыкновенного уравнения М^о = ~ri~'v = г2 J~2 ~~vt=Q ( —~t \ являюще­
гося главной частью (6.25) в разложении вида (6.9'). 
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Функции ср.(ж) и ф (х) определим из условия: функция w0-\-r\s непрерывна 
и гладка в Q, т. е. 

Отсюда следует: 

- К ] = ?(ж)-Ф(ж)» 
-[%] = -т<*М + *Ы)' 

т. е. 
9{x)=—L[w0-*^], )(x) = ±[w0 + *^]. 

Обозначим 
ш = а;0 + '»1в + о6, 

где Ug — функция типа погранслоя вблизи Г, компенсирующая невязку 
в выполнении граничного условия (6.26) функцией ££>0 + т]е, т. е. 
vB\r^= _(^0_|-т]е) |г, причем Leve = 0(z2). Функция w непрерывно дифферен­
цируема в Q> причем вне CD: 

Lew = Le (w0 + iqe -i- ve) = {L£^0} + {L8T]e} + Lfcus = 

^e2{A^0}~^0 + s 2 { ^ ^ 

где { } означает значение соответствующего выражения в классическом 
смысле (т. е. без учета о-функций на CD). Если через zs обозначить 
остаточный член: 

2, = ив — (а>о + 7]« + 0в), 
то 

L A = 0(sa), 
причем на границе Г zs = 0, Отсюда 

{нормы берутся в <5?2). 
С помощью итерационного процесса можно получить более далеко 

идущую асимптотику. 
Это построение имеет общий характер и может быть использовано для 

уравнений других типов и для уравнений высших порядков. Заметим, что 
в некоторых случаях могут появляться явления^ внутреннего параболиче­
ского- пограничного слоя. 

§ 7. Регулярное вырождение эллиптических 
операторов высшего порядка в эллиптические 

1. Вернемся теперь к рассмотренному частично в предыдущем пара­
графе вопросу о вырождении первой краевой задачи для эллиптического 
уравнения 

LBu ZEEL2klu -Ь-2 e8L2hi+$u.~h . (7.1) 
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при условиях (6.2'), (6.4') (задача Аг) в первую краевую задач}' для эллип­
тического уравнения 

L2k1u = h (7.2) 

при условиях (6.2') (задача А0). 
По аналогии с § 3 введем обобщенную характеристическую форму 

2*1 
тг£(Р; Ж ) = V s ^ 2 f t l + e (£ ; Х), (7.3) 

s = 0 

где ти;. (5; л) есть характеристическая форма оператора L^ в точке х; 
£ = (?!, . . . , £ п ) . <?;(£; #) получается заменой в Z/; всякого члена старшего 

порядка / ailt,,itl (х) ^ — ^ - — ^ выражением flile. Лп (х) (гб,)*1 . . . (*'£П)Ч 
1 > ^ 

Основная теорема об асимптотике для нашей задачи доказана в § 6 
в предположениях: а) разрешимости задач А0, б) регулярности вырождения 
задачи As в задачу А0, в) равномерной разрешимости задач Аг, г) доста­
точной гладкости решений этих задач. 

Отметим, что для задачи А0 достаточным условием разрешимости 
(и единственности) является позитивность соответствующей квадратичной 
формы оператора L^. (Ь%ъ^ю, и;)>а2(йу, w), где w удовлетворяет усло­
виям (6.2'), а достаточным условием равномерной резрешимости задач As 

является выполнение такого же условия: (Ьги, га) > ос2 (к, и) для всех 
достаточно малых з, где а2 не зависит от и и г (условие равномерной 
позитивности), а и удовлетворяет условиям (6.2'), (6.4') (см. [49]). 

Ниже приводим достаточные условия равномерной позитивности, 
а значит, равномерной разрешимости задач 'А5 (для одномерного случая 
соответствующая теорема доказана в § 3). 

Сейчас мы приведем достаточные условия регулярности вырождения 
задачи Аг в задачу А0, именно: 

. Л е м м а S. Для регулярности вырождения задачи Ав в задачу А0 

достаточно, чтобы вещественная часть обобщенной характеристической 
формы была положительна, точнее: 

Re ^ (6; х0) SEE I] еяЧ-2(*1+л (£; х0) >С £ в» | 6 |2(fel+i), (7.4) 

г<9е С не зависит от х0, х0 — любая точка границы Г. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в § 6, введем в окрестности границы 

систему координат (<рх, <р2» . . . , <РП-:Р p) и сохраним прежние обозначения 
для операторов Ls, Z/2k1+s

 и форм тс3 и K2ki+si записанных в новых коорди­
натах; #0

 = (?i> •••» ?«- i i 0)- Очевидно, условие (7.4) инвариантно по от­
ношению к замене координат. Пусть координата $п отвечает р., а ^ при 
i < п отвечают <рь. Полагаем в тг£ £х = . . . = ^ j = 0, другими словами, мы 
в каждой форме ^2^+s сохраняем лишь член а^ы+з (?°) (*£п) 1+S> 

?0:=:r(?v •••>?«-!» 0)» который отвечает члену esa2fei+s (?°) ГгьГ+Г о п е Р а " 
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тора Ь^Кг+Р Следовательно 
211 

*. (О, . . ., О, 6П; х0) = Ц e»a2fcl+e (?°) (i£n)2k l+e- (7.5) 

Для введенного в § 6 дифференциального оператора M0v~' 
2h d2kl+sv 

- " 2 a2hi+8 (?) ^ i r ^ ' характеристический многочлен P2(kiHi) 00 имеет 
8-з О 

вид (6.11'): 
2d 

P2( fe 1 + i l ) (>0=^ 2 f t l ^W= 2 «2fel.H (?)X2fei + «. (7.6) 
s=.0 

Отсюда видно, что 
*. (0 , . . -, О, 6Л; ^0) = e - 2 k l ^ o ( ^ n ) . <7-7) 

где Р т о есть -Ргои+ы 00 в точке ср0. Условие (7.4) позитивности дает: 

Re* в (0 , •• •>(>,$„; х0)>С У e2 ' |$ |2 ( f c l + i ) . 

Отсюда и из (7.7) следует, что на мнимой осп характеристический мно­
гочлен jP.2(fti+ii) 00 имеет положительную вещественную часть. А это, 
согласно лемме 4 § 3, означает, что многочлен фр(Х) имеет 1г корней 
в левой полуплоскости, т. е. ровно столько, сколько граничных условий 
выпадает при переходе от задачи Аг к задаче А0; следовательно, имеет 
место регулярное вырождение. 

З а м е ч а н и е . По существу мы использовали лишь позитивность 
Reire(0, . . . , 0, £; xQ). Условие (7.4) означает, что регулярность вырож­
дения задачи А в задачу А0 будет обнаруживаться при любом выборе 
трансверсального направления р. 

Условия же равномерной разрешимости несколько более стеснительны, 
именно, имеет место 

Л е м м а 9. Если задача А0 позитивна, точнее 

(L2hlw, w) > Г ( I (D\v, Dk*w) -Ь (a;, w)) *) (7.8) 
для любой гладкой функции w, удовлетворяющей условиям (6.2'), и форма 

•Ъ i " Ь" - % (£; х) = 2 б2,'*2<м+Л (5; х) ><х» V ea/ | 5|2<Я-*1>, ( 7 .9) 

где а2 не зависит от £ и ж, т о операторы Аг равномерно позитивны, при­
цель имеет место следующее энергетическое неравенство: 

h fti 
2 S £2i II D{hl+3)u lj2 + 2 |l D™u |!2 < C2 (L.u, и) < C21| h ||2 2) (7.10) 

I Л=»1 lhil=fti l i N 
для любых функций и, удовлетворяющих условиям (6.2'), (6.4'); h^Lai. 

Доказательство этой леммы приведено в конце параграфа. 

*) Отметим, что достаточно'потребовать лишь выполнения неравенства (L2ft o>, w)^ 
]> 72 (до, од); из него уже следует (7.8), если Z/2fe—равномерно по х эллиптический 
оператор. 

2) В правой части (7.10) можно норму || || заменить нормой || ||_й с отрицатель­
ным индексом —кг (см. [50]). 
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С л е д с т в и е . При условиях леммы 9 имеет место; а) разрешимость 
задачи А0 (это вытекает из условия (7.8) леммы 9); б) равномерная раз­
решимость ^задач Ае (это вытекает из равномерной позитивности опера­
торов Ьг в силу (7.10)); в) регулярность вырождения задачи Ав в задачу А0, 

В самом деле, из эллиптичности оператора Ь2кг и (7.8) вытекает поло­
жительность формы iz2kl('t; x)><x2\kfh\ Отсюда и из (7.9) вытекает (7.4), 
т. е., согласно лемме 8, регулярность вырождения. 

Итак, итерационный процесс, приведший к теореме 10, пройдет, если 
решения задачи А0 будут настолько гладкими, чтобы к ним можно было 
применять операторы, фигурирующие в формуле (6.19). Это уже обеспе­
чит возможность построения функций v-b (см. (6.20)). 

Для того чтобы имела место асимптотика (6.23), а также для 
того чтобы можно было (6.23) почленно р раз дифференцировать, оказы­
вается достаточным потребовать, чтобы правая часть h принадлежала W^\ 
l^^^£^h~ и ч т о ^ ы Достаточно гладкими были коэффициенты и граница х) . 
Сейчас уже не возникает трудностей с точками касания характеристик 
с Г, так как действительных характеристик в нашем случае нет. 

Т е о р е м а 11. Пусть вещественная часть обобщенной характеристи­
ческой формы тг6(5; х) оператора Le положительна, т. е. выполнено (7.4), 
оператор L^ при граничных условиях (6.2') позитивен в смысле (7.8), 
параметры задачи Аг~~достаточно гладкие, h£W{

2
a\ о = m + p + ll9 р'>21г. 

Тогда имеет место следующая асимптотика для решения ие задачи АЕ: 

«.= У з Ч + Ъ **'\ + У sV-K„. (7.11). 
s--0 s--- 0 г=0 

причем эту формулу можно р раз дифференцировать. Для невязки zm 

имеют место следующие оценки: 

S 11^^11 + 11̂ 11 = 0(8^), \\D<2h*+»zm\\ = 0(*m+*-l) (1</<р), (7.12) 

точнее во внутренней подобласти Q', Q'dQ, 

\\Di2kl+i)zmk' = 0(*m*), \i\<P, (7.13) 

а в граничной полоске U (Г): 

\\D(2hl+\i \\ит =~ О (гт*") (К\;\<Р). (7.14> 

Примером такого вырождения, когда выполняются условия теоремы 11, 
может служить вырождение уравнения пластины вида s2A2« — Аи = h при 

1) Действительно, согласно уравнениям (6.19), из которых последовательно опре­
деляются функции wi, при указанной гладкости h функция ш0 принадлежит W2

{u\ 
где <з±=т-\-р-\-1\ + 2кх, функция v0, определяемая из (6.16) при условиях (6.17), принад­
лежит W^Ql\ где <s1=m-{'pxk1,'d функция а0 также принадлежит W2

(Cl)- Из (6.19), (6.20) 
видно,что каждая следующая итерация понижает гладкость соответствующих функций 
на единицу. Поэтому суммы в (7.11) (см. ниже) допускают производные до р-ro порядка. 
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I ди 1 л -
граничных условиях закрепления: и! —-„-- = 0 , в уравнение мембра­

ны — Аш = h при условии w\r = 0. 
2. Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 9. Сначала установим неравенство 

(7.10) для гладких функций и, обращающихся в нуль в граничной полоске. 
Как и в § 3, основное место занимает вывод оценки 

(Л.и, и) > В2 2 2 ^ I! Д№ 1 + Ли |f - Ms ( У, i| Z)<fel)B ||2 + || и ||а) (7.15) 
| Я = 1 |ftx I =fex ' lftil=fti 

(ср. с (3.12)), где А . = ^ saiL2(fcl+i), (/") = (/„ ••• , / n ) , l'/l = / i + ••• + / « • 

В случае постоянных коэффициентов и когда Lz^i+i) состоят лишь из чле­
нов порядка 2(k1-\-i) (7.15) устанавливается, как и при доказательстве 
леммы 2, с помощью применения преобразования Фурье: 

п 
+ °° —г У x-Z • 

и (?) - j-щц ^ «(ж) е i =* Г ' ds . (7.16) 
—оо 

В случае неременных коэффициентов применяется та же методика, которой 
мы пользовались в § 3 (для случая эллиптических операторов, не содер­
жащих параметры, она применялась в [29], [23], [26] и в других работах). 
Сначала для функций w, отличных от нуля лишь в достаточно малой подоб­
ласти Q1CZQ, устанавливаем (7.15), применяя выкладки, аналогичные (3.13). 
(3.14), . . . , (3.18'); 8 диаметр о б л а с т и ^ . Далее, пользуясь разложением 

N 
единицы 1 ЕЕ 2 £-0*0» X€Q* причем диаметр о. носителя ц {ос) не превосхо-

г - 1 г 

дит S, и, применяя выкладки, аналогичные (3.19) — (3.20'), получим (7.15). 
Отсюда, как и в § 3, выводим (7.10). Далее, точно так же, как в замечании 
на стр. 44, убеждаемся в справедливости (7.10) для любых достаточно 
гладких функций к, удовлетворяющих условиям (6.2'), (6.4'), откуда 
и вытекает равномерная позитивность, а значит, и равномерная разреши­
мость задач А*. 

З а м е ч а н и е . В силу теорем, доказанных О. В. Гусевой [44] (см. также 
работы Нирепберг [45], [48]), если h£W(^\ то решение 1-й краевой задачи 
(7.1), (6.2'), (6.4') принадлежит W{£(felMl)^\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 11. Оно проводится аналогично дока­
зательству теоремы 6 (§ 4 и § 5). Мы его проведем, не останавливаясь 
на всех подробностях. 

Так как невязка ъш удовлетворяет уравнению (6.22'), то согласно энер­
гетическому неравенству (7.10) выводим, полагая всюду ниже zm •-- z, 

i! z HI == S 2 *2|ii I! D{Hhl) 2 ||2 + S II D^z f + II z lp < C^"^> || gm f, 

! i ? m l | - 0 ( l ) . 
(7.17) 
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Отсюда сразу вытекают оценки: 
ki 

\\z\\ + 2 \\0^\\<С1&
т+\ ||2)<*+'">*||<С>™-И-1* ( j / | < / 3 ) . (7.18) 

К1=1 

Далее легко оценить внутри области невязку z и ее производные. Пусть 
С (ж)—гладкая функция, обращающаяся и нуль в граничной полоске Q^ 
и равна 1 вне Q2Tl. Тогда 

Ь.(&) = &т«дт + Ь& (7.19) 
где Ь'г — оператор порядка 2 (кх + 1Х) — 1, в коэффициенты которого входят про­
изводные от С и соответствующие степени г. Применяя к обеим частям (7.19) 
оператор дифференцирования D по одной из переменных, мы получим: 

Lt (D (u)) = *m*D (ZgJ + Liz, (7.20) 
где LI — оператор порядка 2(к1 + 11). Умножая обе части (7.20) скалярно 
на D(Zz), применяя к левой части энергетическое неравенство (7.10), 
а скалярные произведения, стоящие справа, оценивая (после соответству­
ющего интегрирования по частям), как мы это уже неоднократно делали 
(см. § 5 п. 1, 2), получим: 

||D (Cz) ||f <С г (8«'«+1» || Zgm if + ij z||2) + ±\\D (Q) ||.', (7.21) 

откуда, пользуясь (7.17), получим: 
|| D m % = О (а'-*) и || Dz ||е, Q_02i] = О (б™*), (7.22) 

так как С = 1 в Q—Qz^ Аналогично, дифференцируя последовательно 
(7.19), мы получим: 

d 2fci 

£ 2 **i\\D{>+2k*)z\&+ £ ||2)Wz||^<C6^+1M|gm||8--=0(s««+1>) (7.23) 
fj|=i |fei|=fti |i |=0 

и, далее дифференцируя (7.19), получим: 

||Z) (2f t l+i )z||Q.<a-+i 2 | | ^ e ) g m | k ' - 0 ( e ^ ) , | i j</>, (7.24) 

где Q'dQ", Q" CZQ. При этом мы воспользовались тем, что во внутрен­
ней подобласти Q" при достаточно малых г иогранслои v{ вместе с произ­
водными имеют любой порядок малости, и следовательно, \\D^s)gm ||Q* = О (1). 

З а м е ч а н и е . Точно так же, как в замечании на стр. 95, с помощью 
процесса замыкания убеждаемся в том, что для справедливости оценок 
(7.23) и (7.24) достаточно, чтобы функция gm допускала лишь те произ­
водные, которые выписаны справа в (7.24). (При выводе мы пользовались 
большим числом производных.) 

Для полного доказательства теоремы 11 необходимо еще доказать 
оценки (7.14) в граничной полоске ^области Q. Это можно сделать анало­
гично тому, как в доказательстве теоремы 4. 

Пусть (р, <pi» • • • > ?n-i) ~ локальная система координат вблизи некоторой 

точки Р06Г, «Ь = ф ( £ ) Ц Ф ^ Т ^ ) ' Р-Р» (°'??)' 
г - 1 
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Очевидно, для фг имеет место формула (7.19) (<]><—*£), которую запи­
шем сейчас в следующем виде: 

2li 

j = 0 
(7.25) 

где оператор «5?2^+; совпадает с' главной частью1) оператора L2fei+j> запи­
санной в координатах (р, <pL), в которой коэффициенты заменены постоян­
ными, равными значениями этих коэффициентов в точке (0, (<р?) М = const, 
М > 0. Обозначим tyz = zv продолжим эту функцию нулем при р > 5, 

Z3 (р, $) = ( р = ^ р ^ ^ Ч (Р. ?) е-^1=ч+ • • • +^- i - -D d? 1 . . . d?n^ 

есть преобразование Фурье z1 по переменным (срх, • • •, 9/г_5). Применяя к обеим 
частям (7.25) преобразование Фурье по <р> м ы получим обыкновенное урав­
нение 

а7 с J f f . W ^ S ^ L x + i C - ^ ' ^ ••" ^ О ^ + М г ^ Я , (7.26) 

где 7 ^ . ( 1 ; ) -характеристическая форма оператора <5?2fti+j> причем вместо 
переменной £п (отвечающей дифференцированию по р) подставлен оператор 
— i -т~ . Уравнение (7.26) является обыкновенным дифференциальным урав­
нением по р порядка 2(к1 + 11) с полиномиальными коэффициентами от 
51? . . . , ^п-1, причем его решение ZT удовлетворяет граничным условиям 

Z I I P -
dhl+h~iZi 

dp hi + I i - 1 »=0 
= 0, Z^p ftl + i - 1 P^a 

- 0 . (7.27) 

Пользуясь тем, что характеристическая обобщенная форма тсе(£, Р0) опера­
тора <3?е положительно определенная и М > 0, легко убеждаемся в пози­
тивности оператора Хг и в равномерной разрешимости задачи (7.26), (7.27). 
Представив ее решение Zx через Н с помощью функции Грина и оценивая 
асимптотически корни характеристического уравнения для (7.26), найдем: 

2Ii 

j = 0 

a2fe1 + J Z i 

dp 2fei + j +m2 a2fe1 + j - l Z i 

a p 2 k 1 + j - l 4 U I 2 ( 2 k l + i ) II Z, I!2) 4-

+ | j Z 1 | | 8 < C | | W | | 2 , (7.27') 

причем нормы в (7.27') берутся лишь по р; | 5 | 2 = 5 i + --• +S^—1, С —кон­
станта, не зависящая от е, I, Zt, P0. Интегрируя обе части (7.27') по £{ 

1) Т. е. с суммой членов старшего порядка. 
7 Успехи матем. наук, т. XII, вып. 5 
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от — оо до + со и пользуясь равенством Парсеваля, получим: 

i K i n : = i s £2и1|р(2й ] +о2 1 ! |2 + | ! 2 1 | !2< С | |Я | |2 < 
К1=0 |fei|=fei 

<C^m+1)№gm\f + \\L;zf + \\(Xi~Ls)zlf]. (7.28) 

Коэффициенты оператора Х* — Ьг, стоящие при производных, входящих 
в %к, имеют вид а(Р0) — а(Р). Взяв 8 достаточно малым, мы можем их 
сделать сколь угодно малыми, и, следовательно, мы сможем из (7.28) 
получить 

• | | | Z l | ! j i<c 2 (e 2 <»^> | | t e n | p + i i ^ z | p~h! !L : Z l !H , (7.29) 

где Ь"г~ оператор, в который входят «неглавные» («подчиненные») члены 
оператора Ьг

г). Далее, аналогично тому, как мы это делали в § 5, 
N 

представляем функцию, равную 1 в Q в виде суммы 1 -~ ^ Сг (х)> ГД° 

Ct (x) (i > 0) имеют носитель диаметра < о, прилегающий к Г, а С0 (х) 
имеет носитель внутри Q. Для каждой из функций zh = 'C-z имеет место 
(7.29), а для C0z, как мы уже доказали, имеет место (7.12), (7.13). 
Отсюда находим: 

INII* = III(2 Ъ(х))4£<сА*г(т+"\\ёт\\*+2 (||LE'2ir + !|L;x;|2)) (7.зо) 
i=0 " г>0 

(£,. входят также в коэффициенты L'e). Далее имеем: 

2 (II Hz f + || Liz, f) < 6 > ijl z |;|f + C4~2 1| DU)z | r . (7. 31) 
i>0 !i|--o 

Последнюю сумму оценим следующим образом 

2fei—1 
2 | | D ( % | | 2 < „ 2 2 \\D№i)z\\2 + M2\\z\\2, (7.31') 

ljl=0 l(fti)|=*i 

причем о можно взять сколь угодно малым, если М~ достаточно большое 
(см. [26]). Из (7.30), (7.31) и (7.31') при достаточно малом г и о выводим: 

. \\\*Ш<сЛ*2(т+[)и,п\?+ЬГ)у (7.32) 
Применяя к последнему слагаемому || z\\2 энергетическую оценку (7.10) 
(в которой h заменено на &m+1gm), мы получим (7.14) для / < 2 / 1 . 

Чтобы вывести оценки для производных более высокого порядка, сле­
дует только, аналогично тому, как это делалось в § 5, продифференциро­
вать последовательно, по 9 и п 0 Р уравнение (7.19) и применять каждый 
раз уже выведенные оценки. 

г) Нормы членов, старших у (Jf£ — Le)zlt мы оценили и-перенесли соответству­
ющие слагаемые в левую часть (7.29) и соответственно изменили константу С. 
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§ 8. Взаимные вырождения однохарактеристических и эллиптических 
уравнений 

1. Уравнения нечетного порядка 2к1-{-1 вида 
L2kl+iu = Мг {M2klu) +- M2klu = h (8Л) 

мы будем называть однохарактеристическими1), если Мг — оператор 1-го 
порядка, М^кг ~~ эллиптический оператор порядка 2kv а М^ — любой диф­
ференциальный оператор порядка < 2кг Очевидно, вещественными харак­
теристиками уравнения (8.1) будут лишь характеристики оператора 1-го 
порядка Мг. Ограничимся для простоты случаем, когда путем замены пере-

?! f d 

меныых оператор М1 можно заменить оператором — , т. е. когда харак­
теристики можно превратить в семейство прямых, параллельных оси Охг 

Относительно границы Г области Q, в которой рассматривается уравне­
ние, мы предположим, что всякая характеристика, т. е. прямая х{ = 
= С{ (i = 2, . . . , п), имеющая общие точки с Q, пересекает Г в двух точках 

1 \Х^, X'2i • • • 1 00 п), 1 уЬ^) ^'2> • • • » 0С-п). Х^ --- Х^ \0^21 • * • ? * ^ п / ' 1 ^~~ 1 \ 2 ' * * * ' п)> 

х* > хг Геометрическое место точек Р обозначим через Г", а Р* — через Г+ 

(см. § 4). Пересечение Г~р|Г+ есть [п-~~ 2)-мерное множество ф ; % 
есть геометрическое место точек касания характеристик с Г. В качестве 
местной системы координат возьмем (р, <р15 ...,уп_А), где р, например, 
есть расстояние по внутренней нормали. Тогда в новых координатах, если 

M2kl - b2kl (p, ?) ~2fel + . • •, ^ г = cos (р, х±) щ + • • •, имеем L2hl+i = 

^ 1 + 1 
= ^2ki+i r-^j+i + • • •» г д е а^ч+1 =- cos (р, хг) Ъ2кг Так как b2kl ф О и 

имеет постоянный знак, то a2kl+\ фО всюду вне ф и имеет противополо­
жные знаки на Г~ и Г \ 

Первой краевой задачей для однохарактеристического уравнения (8/1) 
называется его решение при граничных условиях: 

, ди а 
г " ' * ' ~~ д> 

= 0 ^ 
г ' a^i 

= 0, (8.2) 
1г* 

где Г* равняется Г+ или Г~. В одномерном случае первая краевая задача 
для однохарактеристического уравнения порядка 2кх ~\- 1 описана в § 3 
(см. (3.29), (3.30)). Для уравнений 1-го порядка, которые являются однохарак­
теристическими, первая краевая задача есть задача Коши. Пусть оператор 
^2fei-hi П Р И условиях (8.2) позитивен2): (L2kl+lu, и) > а2 (гг, и). Форме, стоя­
щей слева, после А^-кратного интегрирования но частям можно придать вид: 

(L2fe1+iH, и) - (J^ (M2hlu), к } 4- . . . = ^ [ — (Bhl (и, гг)) + . . . ] dx, (8.3) 
^ г "' Ч> 

х) Вообще однохарактеристическими в области Q мы называем операторы вида 
L2k +i ==^2fei+i + i^2fei' У которых оператор старшего порядка M2k . j имеет в каж­
дой точк'! х £ Q одну вещественную и 2/^ комплексных характеристик. 

2) Отметим, что иногда удается оператор L2k , j привести к позитивному с по­
мощью замены u==u1eiXl. Мы считаем, что если это возможно, подобные замены уже 
произведены, и преобразованный оператор обозначаем также через Ь2к • i> 

7* 
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где Bkl — некоторая квадратичная форма от кг-ых производных и, которая 

волизи границы имеет вид ( — 1) -1 b2kl (—^1 \~ • . •, причем многоточием обо­

значены члены, содержащие хотя бы одну производную по «р̂  После инте­

грации по хх в случае Г* = Г+*получям: 

(L2kl+1u, и) = - J [ ( - I)"1 cos (о, Xl) b2kl \~^\ + . . . ] dY- + . . . (8.4) 

В этом случае, так как cos (о, ^ ) > 0, из требования позитивности опера­
тора L2kl+i вытекает: 

( - 1 ) " 1 + 1 Ы 1 г - > 0 . (8.5) 
Аналогично, если Г* = Гт^то 

( - l ) * 1 + % f t l | r * < 0 . (8.6) 
Когда мы будем ниже говорить о первой краевой задаче для любого 

дифференциального уравнения порядка р, то всегда будем иметь в виду 
при р = 2s четном первую краевую задачу для эллиптического уравнения 
2s-ro порядка и при p = 2s-{-l нечетном — определенную сейчас первую 
краевую задачу для уравнения нечетного порядка. 

Пусть задача А0 совпадает с 1-й краевой задачей для уравнения 
Lhw = h, (8.7) 

а задача Ае — первая краевая задача для уравнения 

Lsu ==^Lku-\- 2 QlrLk+ru (8.8) 

(см. § 6). Граничные условия задачи А0 составляют часть условий задачи As. 
Мы в дальнейшем будем считать (как мы это делали в § 3), что 

в случае нечетного к или к-\-1, соответствующие граничные условия вида 
(8.2) выбираются всегда так, чтобы выполнялись необходимые условия 
(8.5) или (8.6) позитивности соответствующего оператора Lk (или Lk+L). 
В случае четности одного из этих операторов предполагается позитивность 
его характеристической формы. 

Слз^чай вырождения оператора четного порядка в четный мы уже 
рассмотрели. Возможны еще три случая вырождения уравнений (которые 
ниже проиллюстрированы примерами): эллиптического в однохарактери-
стическое, однохарактеристического в эллиптическое и однохарактеристи-
ческого в однохарактеристическое. 

Для этих трех случаев леммы 8, 9 предыдущего параграфа сохраняют 
свою силу. Именно: 

Л е м м а 10. Достаточным условием регулярности вырождения задачи 
Аг в задачу А0 является выполнение неравенства 

i 

Re т;£ (£; х) = Re 2 егтс^г (^ х) > ° для $ ^ °- ( 8 ' 9 ) 
Доказательство этой леммы проводится так же, как доказательство 

леммы 8 (§ 7) и сводится к рассмотрению случаев, аналогичных указан­
ным в § 3. 
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Л е м м а 11. Для равномерной позитивности оператора Аг достаточно, 
чтобы оператор Lk при соответствующих граничных условиях был 
позитивен и чтобы 

«. (6; x)=i e8^2(hI+i, (S; x) > о? £: е«" | \ \2u+kl) при к = 2Аг> 

j = l j = l 

(8.10) 

Доказательство этой леммы проводится аналогично доказательств} 
леммы 9 (§ 7) и при помощи соответствующих рассмотрений § 3. 

В этих случаях опять-таки достаточные условия регулярности заклю­
чены в достаточных условиях позитивности. 

К сожалению, общие предложения о разрешимости и дифференциаль­
ных свойствах решений для однохарактеристических уравнений порядка 
выше первого не исследованы (получены пока лишь частные результаты). 
Поэтому мы не можем, как мы это делали в предыдущем параграфе, 
вывести из лемм 10 и 11 теорему об асимптотическом разложении (7.11). 

Однако, постулируя разрешимость и дифференциальные свойства реше­
ний задач Ае и А0 (в нечетном случае), мы можем получить асимптотику, 
аналогичную той, которая получена в § 6, и сформулировать теорему, 
аналогичную теоремам 10 и 11. При этом, как мы это подробно рассмотрели 
в §§ 4 и 5 для случая вырождения уравнения второго порядка в урав­
нение первого порядка, следует отдельно изучать асимптотику вблизи 
множеств ® перехода и в остальной части области Q. 

Ниже мы приводим случай вырождения эллиптического уравнения 
порядка 21г в уравнение первого порядка и частные примеры на разные 
случаи взаимных вырождений эллиптических и однохарактеристических 
уравнений (порядка > 1). 

2. В ы р о ж д е н и е э л л и п т и ч е с к о г о у р а в н е н и я в ы с ш е г о 
п о р я д к а в у р а в н е н и е 1 -го п о р я д к а . А с и м п т о т и к а р е ш е ­
н и я з а д а ч и Аг. Пусть дано уравнение, которое с помощью замены пере­
менных можно привести к виду 

LM ^ V г'~Ч,ви + ^r + fu = h, f > f > 0, (8.И) 
sr=2 дхг 

где Z/2/j— эллиптический оператор с позитивной характеристической фор­
мой. В области Q рассматривается задача А&, состоящая в решении урав­
нения (8.11) при граничных условиях 

I д^и 
|г 0 л ' 1 - 1 

г 
0. (8.11') 

Отметим, что аналогичная задача встречалась и приложениях [52]. Пред­
положим, что 

' 4 \ ( V r . 7 - 1 ' j = l 
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т. е. вещественная часть обобщенной характеристической формы оператора 

Д = Z» £S~ljLs положительна. Для вырожденного уравнения 

для того чтобы оператор Ьг был позитивен, граничные условия следует 
задавать на Г~: 

o;|i- = 0. (8.14) 

Леммы, аналогичные леммам 8 и 9 § 7, сейчас читаются следующим 
образом: 

Л е м м а 10'. Выполнение условия (8.12) является достаточным условием 
для регулярности вырождения задачи Аг в задачу А0, в которой граничное 
условие задается на Г" (см. (8.14)). 

Действительно, взяв локальную систему координат (срх , . . . , <pn-i> P) 
в окрестности точки х0 = (^\, . . . , <Рл-ь 0) g Г", мы, как и при доказа­
тельстве леммы 8 (§ 7), из (8.12) выведем, что 

«.(0, . . . , 0, «„; д = з - Ч » 2 1 1 ( К д , (8.15) 

где через ns обозначена характеристическая форма оператора L~ (запи­
санного в координатах (<р1? . . . , <р.п_1? р)): 

21 

ve ($v . . . , £n; я0) - J £'s~4 (fx, . . •, £n; #0) + 
s=2 

+ i (^ cos (rfv xj + . . . + 5n cos (p, a\))9 (8.16) 

2 / - 1 

^ j , (X) = X&. (),) == J fl1+r («p») X l t r, a, (?°) = cos (p, Xl) |,„ (8.17) 

— характеристический многочлен введенного в § 6 дифференци­
ального оператора Л/0 (6.10) в точке х0. Согласно (8.12), где положено 
£х = . . . = , ^ ^ = 0, вещественная часть многочлена / ^ (ге£п) положительна: 

Re / V (гз?п) > 2 г2У 16п I 2 ' и младший коэффициент P2h (k): аг (<р°) = 

= cos (р, хг) ]ср0 > 0. Отсюда согласно лемме 5 § 3 характеристическое уравнение 
Р2^(Х) = 0 имеет 1г — 1 корней в левой полуплоскости, т. е. ровно столько, 
сколько граничных условий мы теряем на Г" при переходе от граничных 
условий (8.11) к (8.14). Аналогично убеждаемся, что на Г+ соответствующее 
характеристическое уравнение Pzh^Q^) = 0, <р+£Г+> имеет 1г корней, т. е-
и на Г+ также имеет место регулярное вырождение. 

Л е м м а 11 ' . Если выполнено условие (8.12) и / ( # ) > а 2 > 0 , то опера­
тор Le равномерно позитивен и, следовательно, задача Аг равномерно 
разрешима. 

Доказательство этой леммы проводится точно так же, как доказа­
тельство леммы 9 (§ 7). Следует лишь заметить, что теперь вырожденный 
оператор Ьг позитивен: 

(L±u, и)>аЦи, и), (8.18) 
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так как / > а2 и ( ^ , гг J — 0, если и обращается в нуль на границе Г 

(см. (8.11')). 
Если h (х) — достаточно гладкая функция, а также соответственно 

гладки коэффициенты Ьг и граница Г, то мы, как и в § 6 , сумеем про­
вести оба итерационных процесса. Напомним, что решение w задачи А0 

(8.13), (8.14), как уже отмечалось в § 4, обладает вне окрестности мно­
жества Г~ Р1 Г+ — % такими же, грубо говоря, дифференциальными свойст­
вами, как коэффициент /, правая часть h и граница" Г"". Асимптотику 
для и* можно представить в виде 

т т+1 m-\-i 

и*= X *Ч + 1 еЧ"+ 2 еЧ+2' (8Л9) 
i=0 j=0 j=0 

причем а- отличны от нуля лишь вблизи Г~, 
L.Z = 8m^gm, (8.20) 

gm ограничена (вместе с производными) в любой подобласти, не содержа­
щей некоторой окрестности множества ф . 

Пусть функция С (з:2, • . . , хп) обращается в нуль вблизи Ф и равна 1 
вне большей окрестности Ф. Составляя уравнение, которому удовлетворяет 
функция Zz, и, умножая скалярно обе части этого уравнения на £z, мы 
с помощью таких же рассуждений, какие проводились в § 5 (стр. 66). 
найдем: 

i 

2 z2j-i\\D(i)z\\%+\\z\\z<C^+^, (8.21) 

где Q = Q-U(<S>). 
Т е о р е м а 12. При достаточной гладкости параметров задачи Аг 

(8.11), (8.11') и при выполнении условия (8.12) решение иь задачи Аг пред-
ставимо в виде (8.19), где w0 — решение вырожденной задачи А0 (8.13), 
(8.14), w{~- решения аналогичных уравнений 1-го порядка при граничных 
условиях (8.14), и-— функции типа погранслоя, а невязка z удовлетворяет 
неравенствам (8.21). 

Далее можно было бы вывести оценки для высших производных от z 
в Q, аналогичные оценкам (4.42), но для краткости мы их здесь 
не приводим. 

3. П р и м е р ы в з а и м н ы х в ы р о ж д е н и й о д н о х а р а к т е р и с т и -
ч е с к и х и э л л и п т и ч е с к и х у р а в н е н и й. (&)) Рассмотрим в прямо­
угольнике Q (0 < х < а, 0 < у < TJ) уравнение 

Lsu == зДДи + ~ Дгг = h (ж, у), (8.22) 

при граничных условиях первой краевой задачи: 

и\ = | -1 - 0 (8.23) 
|г on |г v ' 

(задача А6). При s = 0 оно вырождается в однохарактеристическое уравнение 

L0w = ~(Aw) = h(x,y). (8.24) 
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Задача А0, в которую, как мы покажем, регулярно вырождается задача Ае, 
состоит в решении уравнения (8.24) при условиях 

w\ - 0 , , 4 ~ | =0. \ (8.25) 
|г 1 ох \х=за х 

Решение w задачи А0 легко получить с помощью метода Фурье: ищем w 
в виде 

w = 2 cn(x) shiny; 
гс-1 

для сп(х) после подстановки этого ряда в (8.24) получим обыкновенное 
уравнение 

Сп" — п2Сп = hn (х), (8.26) 
оо 

где h (х, у) = 2 1гп(х)Б*ппУ> которое решаем в соответствии с (8.25) при 

граничных условиях: 
cn(0)=cn(a) = 0, ch(a) = 0. (8.27) 

Легко видеть, что задача (8.26), (8.27) имеет, и притом единственное, 
ре;пение, причем справедлива оценка: 

||с;/П|2 + « 2 | | ^ | | 2 + я*||СА!|2 + ^ ! | с ^ р + «^1!сА||3 + ! | с ; | | 2 <^ | | / г Г 1 | р , (8.28) 

причем все нормы берутся в Х2 (0, а); К не зависит ни от п, ни от hn(x). 
Отсюда получаем, что функция w допускает все производные, входящие 
в (8.24), а также соответствующие производные низшего порядка, и все 
эти производные принадлежат <5?2 (0, а). Имеет место оценка: 

2
Q+ 2 i P ^ l i e < С !| Л US- (8.29) ^-J дх \д. 

(г| .^2 

Если h имеет высшие производные из Х^ и выполнены соответствую­
щие дополнительные условия, то w допускает соответствующие производ­
ные высшего порядка и имеют место оценки, аналогичные (8.29). 

Вместо того чтобы проверить на всех сторонах квадрата выполнение 
алгебраических условий регулярности вырождения задачи Ав в задачу А0, 
мы явно построим соответствующие погранслои (выпишем явно соответ­
ствующие операторы М0) и докажем, что с их помощью можно устранить 
невязки в граничных условиях решений и£ и w задач Ае и А0. 

Для погашения невязки в граничных условиях для us и w вблизи 
частей границы х = 0, у = 0, у = т: построим погранслои. Для получения 
погранслоя вблизи части границы 1\ (у = 0) (совпадающей ^характеристикой) 
следует в области D (х < а, у > 0) найти решение уравнения 

M o U S S - _ + s - ^ _ j s _ + _ - s - = ; 0 i ) , (8.30) 

г) Чтобы в этом убедиться, достаточно умножить (8.22) на £ и сделать замену 
~ = t. М0 будет главным членом оператора sZ,e,. записанного в координатах (t, x). 
П 
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где t = -^y при граничных условиях 

V \х-^а = - W |*=а •= 0, V \у=0 = -.W \y^Q = 0, ^ ^ = - ^ ]y==Q = ? (*) (8.31) 

(ср. с § 4, \ п. 5); очевидно, 9 ( а ) ' = 0 , 9 / ( а ) = = ^ 1 ) ' полагаем 9(ж) = 0 
для х < 0. При этом у должно иметь вблизи г/=± 0 характер погранслоя. 
Задача (8.30), (8.31) может быть решена, например, следующим образом: 

полагаем ^~:^р и решаем в области ух < а, г/ > 0) для /? задачу: 

3 0 + Й= °- ^ 1*=° := °- р \у~° ^ * (ж)' ( а 3 2 > 
решение которой дается в виде, аналогичном (4.50) (без множителя 

у 

ехр (а — х-,)). Искомый погранслой vt = Ф ( ^ ) у» гДе у ~ \ Р^2/- Очевидно, 
о 

v является решением задачи (8.30), (8.31). Погранслой v2 вблизи линии 
у = ъ строится совершенно аналогично. Далее строим погранслой вблизи 
границы Г3(ж™0) как решение обыкновенного уравнения по х(х = р): 

Мх — главная часть оператора s3L£ после замены —.= ГУпри граничных 

условиях 
V | х = 0 = ™ (W + Vt + V2) | X = Q = - (Vj + V2) \х=я0 = 9 X (y), ) 

toUo= a ^ — \Х=0^^ЛУК [ (8.34) 

? ! ( г / ) ^ Й , ?a(y) = 0(i). J 

ля наших целей достаточно решить уравнение у л + л / = П Р И Усло~ 
виях (8.34). 

X 1 X 

Очевидно такое решение v = y1(y)-\-eq>2(y) — £<p2(y)e е — О (г2) -f- О (s) e e 

й имеет характер погранслоя, и обращается в нуль вместе с производ­
ными по х я по у при у = 0 и ?у = т;. Последнее вытекает из того, что 
функция ш + tij-j-iv, стоящая справа в (8.34), вместе с производной по у 
обращается в нуль при х = 0, у — 0 и х = 0, г/ = TJ; кроме того, 

——-~— = 0 в этих точках. Положим v3 — ф ( --г- J t;. Невязка z = иг~ 

— (ш -|- и2 + У2 + Чз) удовлетворяет граничным условиям (8.23) на всей 
границе Г, и если h£W2, то, исходя, например, из основного энергети­
ческого неравенства для функции %л •••= ekxz, A; > 0 и к — малое, получим, 
как в доказательстве теоремы 6, 

V e||2)(i)2l||2+- S !l^a4H2 + !hii|2<C£. (8.35) 
| i | = 2 | j | = l 

x) Мы считаем, что выполнены достаточные условия, гарантирующие непрерыв-
Hvro дифференцируемость в Q функции . о>-(а?, г/). 
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Отсюда находим, что 

\\DMz|| = О (1) (| i К 2); \\DU)Z\\ = О (}Л~) ( | / 1< 1), (8.36) 

1 ) 
н ^ ш + ^ + ^ + ^ + ОГеЗ), 

А I (8.37) 
D(»us - /)0">ш + DM (vx + v2 +• Уд) + О (s*) для | /1 - 1, | 
DMu^DWw + DWfa + Vz + vJ + Oil) для Ц | = 2. j 

Более точную асимптотику, чем (8.37), можно получить, применяя 
вышеуказанные итерационные процессы и оценки, аналогичные (4.42). 
Мы на этом здесь останавливаться не будем. 

ГЬ) j Рассмотрим теперь пример вырождения однохарактеристического 
уравнения в эллиптическое. 

Пусть в прямоугольнике Q дано уравнение 

'.дх 
при граничных условиях 

I A d l 1 

Ьги = г~Аи-Аи = к (8.38) 

х^а 
- 0 (8.39) 

(задача Ле); h^Wz \ Эта задача при s-—>0 регулярно вырождается, как 
мы покажем, в задачу 

Lqw = - Aw = h, w | r = 0. (8.40) 

Выполнение необходимых алгебраических условий регулярности вырожде­
ния мы докажем явно, построив погранслои. 

Погранслой v надо построить лишь вблизи части границы Г2 (х = а). 
Взяв р = а — х, ср = у, получим для v в первом приближении 

' / ( ! / ) • (8.42) 
dw 

>=0 dp р=0 

Очевидно, решение у задачи (8.41), (8.42) типа погранслоя имеет вид 

а—х 
M - S / ^ ' H - S / M * • . (8.43) 

Для того чтобы v\x==a = 0, достаточно подправить эту функцию следующим 
образом: 

v= -zf(y)(e 6 - 1 ) . (8.43') 

Наконец, полагаем v± = v§ ( °—^- ) . Далее, как выше, оценивая разность 

ue — w — v1 = z, находим асимптотику для и* в первом приближении, 
(хмРассмотрим, наконец, пример однохарактеристического уравнения, 

вырождающегося в однохарактеристическое. 

file:////DMz
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Пусть в квадрате ( ) ( 0 < ж < 1 , 0 < г / < 1 ) дано уравнение 

Le« s в* I-(A„) - sA, + % + °ту + и = й (8.44) 

при граничных условиях 
I П д« - 0 (0 < * / < ! ) , (8.45) 

(задача 4е). Для вырожденного уравнения 

L.w = ~ + ^ + w = h (8.46) 
1 ох оу х 

зададим граничные условия 
W\X=Q = Q, ш|у=_о--0 ( 0 < ж < 1 , 0 < г / < 1 ) (8.47) 

(задача Л0). Легко проверить, что необходимые алгебраические условия 
регулярного вырождения задачи Ав в задачу А0, приведенные в п. а), 
выполнены. Ниже мы в этом убедимся, явно построив погранслои на сто­
ронах Q: [ ^ ( x ^ l , 0 < г / < 1 ) , Г 2 ( 0 < . х < 1 , у = 1), где происходит невязка 
в граничных условиях (8.45) и (8.46). 

Для того чтобы решение w задачи AQ не имело излома на биссектрисе ВС, 
В(0, 0), С (1,1), мы ограничимся лишь тем случаем, когда h(x, у) обра­
щается в нуль на ВС (соответствуняцего порядка; в противном случае 
следовало бы построить также погранслои вблизи ВС). 

Вблизи Гт возьмем р = 1 — х, t ? 

dv dv d'sv d2v dv 

""" £ <9p + £ % + e v r "" a*3 ~~ a**~~ a* 

+ < 5 + ') + и ^ У i „ A i _2 /" ^2V d'dV 

d\> d2v dv 

V 5г/2 d* О?/"2 

M ^ - ^ - ^ - ^ 0 . (8.47') 

Решением типа погранслои последнего уравнения является 

u0
==Ti(j/)e"~Xl'+?2(2/)e"^=?i(2/)e s +? 2 (2 / ) e 

^i , 2 ^ —-у ± у V 3. 

Функции 9Х (у) и <р2 (2/) определяем из системы: 

х—1 
>ч / ч . xs , . ди>\ *<• (8 .4 8 ) 

Далее погранслои v0 можно уточнить, построив следующее приближение vx 

для погранслоя вблизи Г1? как решение уравнения: 

MQVI = - V o = - ( ^ + 1 - 0 ) (8.49) 
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при нулевых начальных условиях 
dv1 

^ о ^ 0 ' (8*50) 

1-х 
Очевидно, 1»! = ^ (у) + \8j(2/)) е-ы + (1а2(у)+$2 {у))е~™ = P 1 ( y , f ) e Xl * + 

( х N —Хо-
у,— )е е , где а г а2, 8^ Р2 выражаются через ср1? <р2, <Pi> <р2'-

Функцию ^ = ф ( - ^ J (̂ о + г^) принимаем в качестве погранслоя 
вблизи Г г 

Вблизи Г2 возьмем р = 1 — у, t ~ —^ , 

т __ d2v dv , f & f ^v \ $v . Л 2 ^2y з ^3y 

«->—£•-£-«• (8-5») 
Решением типа погранслоя этого уравнения является функция vQ = j3 (х) e~l ~ 

j-v 
= $(х)е е ; Р (х) определяем из условия 

v0 j ^o = v0 \y==i - р (х) = - (до + ^ ) | у = 1 . (8.5.2) 

Далее находим следующее приближение vx из уравнения 

при нулевом начальном условии ^ |^о ^ vt \Ус=о =• 0- В качестве погранслоя 
вблизи Г2 принимаем: 

^ = Ф ( - - ~ ) ( У О + £ ^ ) - . (8-54) 

Положим: 
ие - до + ух -f- v2 + z, 

где ие —решение задачи Л£ ( его можно построить, например, методом 

интегральных уравнений, умножая обе части (8.44) на оператор 

( s2 — A — sA J ), до — решение задачи J 0 , a v±, ^ — построенные выше по-

гранслои. Невязка z удовлетворяет однородным граничным условиям (8.45) и 

Uz = Le (ue - (до + ^ + £2)) = й - й - а2
 а~ (Адо) + гДш-£ е£-Z, 8 tT 2 = О (е). (8.55) 

Отсюда выводим, что в метрике <£2(Q) \\z\\ — 0(z), \\Dz\\ = О (s); эти оцен­
ки вытекают из энергетического неравенства || z ||2 ~\- ]Г £ || Dz ||2 < С- (9 (е2), 
а также соответствующие оценки для высших производных. Эти оценки 
показывают, что из невязки z уже удалена главная часть погранслоя 
(см. пример а)). 
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§ 9. Асимптотическое представление собственных значений 
и собственных функций вырождающихся операторов 

1. Отметим некоторые элементарные свойства самосопряженных опера­
торов в гильбертовом пространстве / / . Пусть .А — такой оператор с чисто 
точечным спектром, 2 А — область определения оператора А и {и{}, {XJ —соот­
ветственно полная ортонормированпая система собственных элементов 
и отвечающих им собственных значений: Aui = \iui, \\щ\\ = 1. 

а) Л е м м а 12. Если и — произвольный элемент из &А, X — произвольное 
вещественное число, то 

i n f | X - x . | < l ! ^ = M . ( 9 J ) 

В самом деле, и = 2 ciui (ct—(и, ML), || и ||2 = 2 с?)> 
г г 

Аи — Хи = 2 ct (>ч — X) г/ч, || Аи - Ы ||2 = 2 с? (h. ~~ к)2-
г г 

Поэтому 
|| Аи - Хи ||а > 2 с? [inf | X - X. |]2 = || и ||2 [inf |Х - \ | ] 2 , 

г г г 

откуда и следует неравенство (9.1). 
б) Пусть ||Ли —Хи|| = а, | |ц | | = 1, ol — некоторое число, а > а. 
Разобьем собственные значения {XJ и соответствующие собственные 

элементы {гг-} на две группы: 
1) Собственные значения {vr}, лежащие на отрезке [X — d, X + c/j, 

и соответствующие собственные функции {vr\. Их замкнутую линейную 
оболочку обозначим через Т% 

2) Собственные значения {|л3}, лежащие вне [X —rf, Х-}-о?], и соответ­
ствующие собственные элементы {w%}. Их замкнутую линейную оболочку 
обозначим через Т\. Очевидно, Т° © Т\ = Н. 

Л е м м а 13. Существует в Т% элемент и0, для которого 

| | в _ И о | | < £ , || и01|=1. (9.2) 
В самом деле, если проекции и на Т% и Та обозначить соответственно 

через и% и zzj, то 
ЦнЗ||8 + | | в Л | а - = 1 , 

а2 = || Аи - Хм ||2 = || Аи% - lu°d ||2 + || Аи\ - \и\ f. (9.3) 

Если cs = (Ud, ws), то ua=^_csws, Аиа~1ма=^_с6(ц,—\)ws; так как 
S S 

| (ig — X | > d, то 

II Аи\ - xMj ||2 = 2 (as - х)2 cs
2 > <? 2 ci=rf2 ;i ^i ii2. 

s s 
Отсюда и из (9.3) имеем: 

ud II < ~j II Mi — \u\ [| < -y || Лв - Ы || = d H M — Ы* II < -J II " " " " I' _ rf ' 

i |B -B5 | | = | | B i | | < - J , (9.4) 

l«dl l>l l» l | - i l«H!>l—J>0- (9-5) 
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Обозначая и0 = — - 0 - гг§, имеем || и0 || = 1, при этом в силу (9.4) и (9.5) 

|| в - в 0 | | < || и - «3 II -г II «о - ц§ || < | + (1 - || HS (I) || к0 II = 

^ + ( 1 - ! ! « S | ! ) < - J + [ I - ( I - T ) ] = ? -
Так как uQ£T°d, | | г г 0 | | ^ 1 , то мы доказали лемму. 

в) Заметим в заключение, что если X есть простое собственное значе­
ние оператора А ж и0 — соответствующий нормированный собственный эле­
мент, то в / ^ — ортогональном дополнении к и0 в / / — оператор A — )J 
имеет ограниченный обратный (А~\1)н[ (псевдорезольвенту). При любом 
v£ Н уравнение 

Ах — \х -р ри0 — v (9.6) 

относительно х$Н1 и числа а разрешимо, именно 

[I = (v, Й 0 ) , х = (А - Х/)ях ( У — ри0) (9.6') 

(У —р.й0 есть элемент / / х ) . 
2. Перейдем теперь к интересующей нас задаче. Обозначая через 

Z/2&! эллиптический самосопряя^енный оператор порядка 2/t^, действующий 
на функции и, определенные в ограниченной я-мерной области Q, для 
которых этот оператор имеет смысл и для которых выполнены граничные 
условия (6.2х) первой краевой задачи. 

Аналогично через Ьг обозначим самосопряженный эллиптический 

оператор Lofej + e2£i£, Liz -~ ^ г 2 ^ - 1 * / ^ ^ ) — оператор, действующий на функ-

кии и, определенные в области Q, для которых он имеет смысл и для 
которых выполнены граничные условия (6.2'), (6.4') первой краевой задачи. 

ПуСТЬ Х 1 0 < ^ 2 0 ^ * • • ^ ^ г О ^ • • • И СООТВеТСТВеННО \\ъ < ),2е < . • • 
. . . <>чг< • • • —упорядоченные в порядке возрастания собственные значе­
ния операторов / ^ и Ls и {ui0} и {ще} — полные ортонормированные 
системы собственных элементов этих операторов: 

L2h1iho ••= hoUio, L6uie = Xi6MU. (9.7) 
Предполагая границу Г области Q и коэффициенты операторов Z ^ , 
Ьг достаточно гладкими, получим, что сообственные функции що, ии имеют 
соответствующий порядок гладкости. Это было доказано О. А. Ладыжен­
ской [33] для эллиптических операторов 2-го порядка; для интересующего 
пас случая эллиптических операторов порядка 2кг (к± — любое) это следует 
из дифференциальных свойств решений первой краевой задачи, установ­
ленных О. В. Гусевой [44] (см. также Ниренберг [45], [48]). Если же полагать 
границу Г и коэффициенты бесконечно дифференцируемыми, то такими же 
будут що и ии. 

Мы будем полагать, что Ь1г ^ £] е2(5~~i)^2(k+s) удовлетворяет условиям 

§ 7 и является позитивным: 
(Lisii, ii) > 0 (9.8) 
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для любых и из области определения L l £ (а значит L6), т. е. и£ W2lkl+ll), 
удовлетворяющих условиям (6.2'), (6.4'). 

Так как область определения QLB оператора Ьг есть часть области 
определения 2^,,, оператора L^hx и для каждого и из QL в силу (9.8) 

(L~u, u)>(L2k1u, и), (9.9) 
то из минимаксной теории собственных значений Куранта следует: 

X i e>X i 0 ( £ - 1 , 2, . . . ) . (9.10) 

Как доказано в § 7, вырождение оператора LB в о п е р а т о р / ^ — регулярное. 
Существует в силу построения § 6 функция иг типа погранслоя 

порядка kv такая, что ve = zhlVs, 
L8(s

fcitJe)-.= 0(3), ' || и81| = 0(1) (9.11) 

и что Uio-\-zhlvs удовлетворяет условиям (6.4'), ve = ф ( -|- ) f vQ -\ 3 ^ + . . . 

. . .+£к1£/^]. С другой стороны, можно так же, как в § 6, найти функцию 
sas такую, что 

удовлетворяет всем краевым условиям^ (6.2'), (6.4') и 
( ^ 2 f e l - M ( * * ) = 0 ( s ) . (9.12) 

Так как || w || > || гг*о || — efei ,!| vz \\ — г || as || = 1 — О (s), то 

|| ш || > 1 — с?.г; с^ —константа. (9.13) 

Далее, 

(Lew — Xi0Ky) -- (^2ft, + s2Lu — Xi0 /) К о + £ ^ е + г^е) = 

= (L 2 M -X i 0 / ) t t L 0 + e2^ieHi0 + s f c i (L e -X i 0 / )y B + s ( L e ~ X i 0 / ) a . -

= 82L l i t tL0 + L e (8 f c i l ; . ) -e h iX i 0 ^ + e ( L t - X i 0 / ) a t . (9.14) 

В силу наших замечаний о гладкости собственных функций uic 

| | L , . B i 0 | | = O ( l ) . 

Отсюда и из (9.11), (9.14) следует: 
\\Ь^-\0ы>\\ = О{г), 

и, далее, из (9.13) имеем: 

——п—п <>Ь-г, Ъ: — константа. 
|| w || г 1 

В силу леммы 12 в интервале [Xi0 — bts, Х[0 + ^г] существует собствен­
ное значение Xj£ оператора Ьг. 

Положим теперь, что собственные значения X i 0 ( i = l , 2, . . . , к) — про­
стые: Х]0 < Х12 < . . . < Xi0 < . . . < Х7г0 < Xfe,1<0. Из неравенства (9.10) сле-
ДУеТ: >^l,e>X fe + 1 | 0 . 

Существует не более к собственных значений \is, меньших Xfe+li0. 
При достаточно малом г интервалы [Xi0— bLs, X-0-f b.e] (i = l, 2, . . . , к) 

не пересекаются и ХМ)-f bft£<Xfe+1>0. В каждом таком интервале находится 
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собственное значение )че(£ = 1, 2, . . . , А), все они попарно не равны и все 
они меньше Xft+1>0. Они, следовательно, совпадают с первыми к собствен­
ными значениями Xi£, 12г, • • •> Ms, - • •> ^ks, которые меньше Xft+lt0<Xfc+it e, 
т. е. Xie — X(S при i = 1, 2, . . ., А, и так как | ) s o — Xie | < ^ то приходим 
к следующей лемме: 

Л е м м а 14. Д^я каждого i ( i = l , 2, . . . ) существует константа 
bi > 0 такая, что 

| ) M . . -X i 0 | <b . s - (9-15) 
Эта лемма доказывается и для случая кратных собственных значений 

Xi0. В этом случае доказательство дословно повторяет доказательство 
леммы в работе [37]. 

Наша задача —найти асимптотическое разложение собственного значе­
ния: 

Xi£ = р-о + f1!3 + ^22 "Г ' • « + Рт£ "Г- £ <Wl> | g 1 6 ) 

^ 0 = Xi0> i 

и собственной функции ще оператора Le: 

йи - W0 + eWl + e2W2 + . . . + smWm + e*i (V0 + г^+ . . . + £™+*i 0m+fc l) + 

+ e (a0 + ea. + . . . + e^+fei am+kl) + e™ + * zm, (9.17) 

где w0 = uiQ, wi и a- — функции с ограниченными производными любого 
порядка, ẑ  —функция типа погранслоя || zm || = О (1). Это разложение ана-
логично разложению (6.13) и строится аналогичным методом: из того, что 

h 
Le = L2kl + }j e2y£2(fci+j), и из (9.16), (9.17) имеем: 

i=i 
0 «= (L£ Щг — А|£ Wi£) = 

= { [ ( L2fel + £& L2 lhl+i) ) - (t*0 + 2 e S + «m+1Wi ) l J [ ̂ o + 2 *4 + 
m+fei , m + fti + 1 

+<»o+£-4) J } + •-*{["«+ 2 . 4 -

+ 8 т ^ ( ^ . - Х 4 . / ) г т . (9.18) 

Соединяя в первых фигурных скобках члены, свободные от г, получаем: 
L2kl w0 - p0w0 = 0, р.0 - Xi0; 

решение этого уравнения при условиях (6.2') и ||г^0|| = 1 дает wQ = ui0. 
Соединяя во вторых фигурных скобках члены при s~fei, получаем: 

Решение этого уравнения при условиях (6.17) и требовании, что v0~ 
функция типа погранслоя, определяет v0 в виде (6.17') (v0 еще помно­
жается на погашающую функцию ф ( -£- ) , как на стр. 87). 



РЕГУЛЯРНОЕ ВЫРОЖДЕНИЕ И ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ ИЗ 

га0 подбирается, как в § 6, так, что с 

^о + уо + £ао 
удовлетворяет всем условиям (6.2'), (6.4'). 

Пурть определены wt, vi7 av p.i при i < г. Соединяя члены п р и 
s r ( r < m ) в первых фигурных скобках и приравнивая их нулю, получаем 
уравнение 

щ 
[ — 1 
L 2 J r--l 

— L2k1<*r-1"' 2 ^2 (fe1+i) «Г-2У-1 + S Pj a iW-l '=&•> С9-1 9) 

где [s] = min({s}, /j), {s}-~ целая часть s. Требуем для ,wr выполнения 
условий (6.2'). Таким образом, задача нахождения ,wT и;.'.р.г свеласЫк за­
даче (9.6). Решаем эту задачу (см. стр. 110): 

\ьг = (ёт> llio)> 

# и ~~ ортогональное дополнение к функции гг10 в й^ ^ <5?2 ((^). Объединяя 
все ч\лены при sr-fei во вторых фигурных скобках ( r < r a + &i) и прирав­
нивая их нулю, получаем: /г г <; г 

M 0 o r = - - 2 ^ v y + ' s 1 ^ r - f c l - , - ' ' (9.19') 

(вторая сумма появляется лишь при г>/ь1) . Требуем, чтобы vr была функ­
цией типа нограислоя, для vr-\-wr (vr- zhlvr) выполнялись условия (6.4') 
(при г > т, —чтобы выполнялись эти условия для vr), и так же, как в 
§§ 2 и 6, находим vr с помощью метода подбора. vr еще помножается на 

сглаживающий множитель ф ( -°- ) . 

Наконец, аг строится так же, как в § 6, с тем, чтобы 

Wr + sfei vr + еа г .;.-...; 

удовлетворяли условиям (6.2') и (6.4'). Построенная функция 
т гп\-к\ m-\-h\ 

г=0 г=0 г=0 

удовлетворяет краевым условиям (6.2'), (6.4'). Далее, так как | |до 0 | | = 

= llKioll = 1 » т о 1 

| |ш.| | = 1 + 0(е) . (9.20) 
В силу наших построений в выражении (9.18) члены при es (s = 0, 1, . . . 

m 
. . ., т) равны нулю; поэтому, если обозначить pmz = 2 sS!V T 0 

8 -0 

L.w.-^wt = ^ % , ||gm!| = 0(l). (9.21) 
8 Успехи матем. наук, т. XII, вып. 5 
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Но тогда, в силу леммы 12 и (9.20), 

) . __ м — - " ' м ; ] а ! ^ \\Sm\\ 

и мы приходим к формуле (9.16). Пусть 3d = m i n ( X i 0 - X i - l f 0 , X i + l j 0-~ Xi0). 
При достаточно малом е 

\г ~~ ̂ i 0 < d, >Ч - 1 , s — U~l, 0<d, \i+if e — \ i + u 0 < б/. 

Таким образом, на отрезке [Xi0 — d, Xi0 + tf] заключено единственное соб­
ственное значение liB оператора L£, которому отвечает единственная норми­
рованная ФУНКЦИЯ Ы){г. 

Таким образом, T°d (см. стр. 109), отвечающее оператору Ьг и интер­
валу [Xi0 — 8,-Xi0 + о], состоит из функций вида twiB7 — оо < t < +• оо. 
Фигурирующая в лемме 13 нормированная функция и0 равна ± wit. Можно 
именно ее обозначить через uis. 

В силу (9.21) и леммы 13 

1 * - г а №<•"">• 
Отсюда, если положить uis = || we\\ щ~, имеем, обозначая uik~~~ws = sm*1zm = 
= = z e , || *m || = 0 (1) . С другой стороны, в силу (9.7), (9.16) и (9.21) 

\\(Lu~-\uI)zt\\ = 0(sm*) (9.22) 
и, значит, 

|| Lese || < || (L6 - he I) 2. || + I ч . 11| z. || - О (em+1). (9.23) 

Пользуясь тем, что zs удовлетворяют граничным условиям (6.2'), (6.4'), 
отсюда выводим, что для z& имеют место оценки (7.12), (7.13), (7.14). 
Приходим к следующей теореме. 

Т е о р е м а 13. Пусть даны самосопряженные эллиптические операто-
h 

ры Ь<2м.г порядка 2кг и Ьг — Ьо1ц + ^2 Ье{, Lsi = 2 г2 ^~~1) ^(ki+j) порядка 
i=i 

2(А1 + /1), причем оператор Ь^ь.^ при граничных условиях (6.2') — положи­
тельно определенный и оператор Ь\г при граничных условиях (6.2'), (6.4') —-
положительный (в смысле (9.8)). 

Для 1-го собственного значения kie оператора Ьг и для соответствую­
щей i-й собственной функции MJ£ этого оператора имеют, место следующие 
асимптотические представления: 

т 

i=o 

^.= 2 * 4 + 2 ^ 4 + 2 еЧ + е*»^ут, (9.25) 
/ = 0 г—0 s=0 

где ji0 = Xi0 - i-e собственное значение оператора L^, которое предполагает­
ся простым] w0 = ui0 — соответствующая i-я собственная функция этого 
оператора; w, и р.- при / > 1 определяются из уравнений вида (9.19) при 
граничных условиях (6.2'); i\ -функции типа погранслоя k-го порядка, по-
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гашающие невязки в выполнении граничных условий (6.4') функциями ws, 
определяются из обыкновенных уравнений (9.19'); гаг служат для погаше-
ния невязок в выполнении функциями ь\. граничных условий (6.2'). Для 
остаточного члена ъш-~ £>Н1уш справедливы оценки (7.12) (7.14): 

1 | i /> ( l )zm | | + i ! z j | . . 0 (г т 1), ЦД<2к' + >>гт | | = 0( 6 -+1-*) 

•(0<j<P). 
З а м е ч а н и е 1. Случай кратного собственного значения рассмат­

ривается аналогично тому, как это сделано в [37]. 
3 а м е ч а н и е 2. Если мы хотим написать аналогичное представление 

для нормированной собственной функции щг---г——rriiu, то мы должны 
II ^ s П 

найти асимптотическое представление ^г—,,. Так как || w& || = 1 + 0(е) , 

1 
- — . - -1^_0(г) , то имеет место представление вида 
»' ^ s ! ! 

m 

^ ^ 1 + 2 ¥ + ^ V (9-26) 
Записав wt в виде 

m m—hj 

S==l S = 0 

II «mil = 0(1). 
мы из тождества 

Р Ь {W- W*}=1 

получим: 
m m 

i + s у + o.y-1) ( M;o + 2 s
s (a». + v . ) + 

m—fci m m—hi __ 

S==0 S - l S = 0 ' 

Приравнивая нулю коэффициенты при s s ( l < s < m ) , получаем уравнение 
(мы считаем Ь 0 = 1 , ш0 = w40, (wQi w0) = 1): 

S ~ l 8 — j __ 

Ь 5 - - 2 fyS K + ^ r - l + ^r-fe, , ^ H - r + V j - r - l + ^ H — H i ) ^ 

( a -x -O, iLp = 0, p - 1 , 2, . . . ) . 

Все числа 6S, таким образом, последовательно находимые, ограничены 
(относительно г). И, наконец, беря коэффициент при sm+1, получим 

К-о(\). 
1 

Зная разложение (9.26) для г р , уже легко найти аналогичное 
I! е II. 

разложение для -г—-,, , ПОЛЬЗУЯСЬ которым находим асимптотику для нор-
il W e H 

минованной сооственнои функции и\г - - — - ии. 
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§ 10. Асимптотика решений параболических уравнений 
с вырождающейся эллиптической частью 

Решение смешанной задачи для параболического уравнения стремится 
при t —> оо к решению соответствующей краевой задачи для эллиптиче­
ского уравнения ([26], [27]). В заметках авторов [40], [41] исследовался 
случай, когда эллиптическая часть параболического оператора вырождает­
ся при t —> -f- оо в оператор первого порядка. Именно наряду с решением 
Zt (х) = Z{t, x), x=(zv . . . , ж п ) , параболического уравнения 

~ + L£Z = hf Z | r = 0, з = з(*), е ( * ) - » 0 при t—.> оо, (10.1) 

в цилиндрической области Q х (0 < t < -f оо) при произвольных началь­
ных условиях из cS?2 рассматривалось семейство решений ue{t) (x) эллипти­
ческих уравнений 

£ еи, = /г, и 8 | г - 0 , е = е(*) (10;2) 

и приводились достаточные условия для того, чтобы в той или иной 
метрике Zt (х) — ие ̂  (х) стремилось к н}глю при s —-> 0. Поскольку в этих 
заметках проведены доказательства, мы не будем повторять их содержания. 

Сохраним обозначения §§ 4 и 5: Ьг = Ьг + eL2, Ьги = д fu, 

/ ^ / ( х ) > 0 на Q, L2 —эллиптический оператор 2-го порядка. Из резуль­
татов заметки [41] и §§ 4 — 5 следует: 

Т е о р е м а 14. а) Если е (t) - О (Гг),, s' (t) = О (Г7*"1), где 0 < г • < 2, 
т о |( Z, (х) — ££/0 (х) \\ - > 0 /г/ш / —> 4- оо, где <&>0 — решение вырожденного 
уравнения 1-го порядка 

LJWQ h, wQ\v+ =.0. (10.3) 

б) 2?с./ш г (t) --= О (Гг), з'(t) •• 0(ГГ~1), где при п ••= 1, 0 < r < 1? а при 

п = 2, £, 0 < г < -у , т о имеет место представление 

Zt=w0 + va + P0,t, s - s ( 0 , (10.4) 

где w0~-решение вырожденной задачи (10.3), а6 ^-(^0 + eyi) Ф( у . ) . (сл** т е о ~ 
/?ел$у 7) — функция типа погранслоя в окрестности Г", Pot (х) при t —> оо 
равномерно стремится к нулю {теорема справедлива в пространстве числа 
измерений п < 3). 

В условиях п. а) теоремы, в силу теоремы 1 из [41], \\Zt — ue(t)\\—>0 
при г—>со. Далее, из теоремы 8 § 4 следует: || иг ~w0~~ г>в|| —>0 при е —»0, 

где % = о0ф(^"-|-У Отсюда \\Zt ш0|| = | | Z f - и . ш + ( и . ( О - а ; 0 - » . ) + » . | | - » 0 , 

так как || t>s || = О (j /e) . 
В условиях б) теоремы, в силу теоремы 2 из [41], wt — uB{t) равно­

мерно на Q стремится к нулю при t—> оо. Далее, в этих условиях из 

теоремы 5 § 4 следует: us-w0-vB Г где v6=-(v0 + ev±)^^JJ равномерно 

на (^стремится к нулю при s—>0 (при з = в(£), когда г—>оо). Значит, 
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Pot — Zt — w0 — ve = Zt — MS + (ue — ш0 — vs), где £ ^ s (t), равномерно 'на Q 
стремится к 0 при t—> оо. 

Докажем сейчас аналог первой чаЬти теоремы 6. Пусть ф — множество 
точек, где характеристики оператора L± касаются Г (при /г = 2 ® состоит 
из двух точек А и В), ?7 (Ф) — произвольная окрестность Ф. Для простоты 
ограничимся случаем, когда /г (ж) =0 на С/(Ф). Тогда при достаточной глад­
кости*/г решение ш0 задачи (10.8) будет гладко во всей области Q. 

Т е о р е м а 15. Если з(г) = 0(Г г ) , г=,о[г~), е' (t) = О ( Г ^ ) , r Ш 
1 г • 

0 < г < г- (т ^ 0, 1, 2, . . .), и есда коэффициенты уравнения (10.2), пра-

вал часть h и граница Г 2 ( т + 1 ) раз дифференцируемы, причем Ш-^О 
вблизи ф , то в Q имеет место представление 
' Щх, t) = К + 8 ^ + . . . + *mwJ +.(v0 + *Vl +...+ smnvm&1) + Pm, t. (10.5) 
Здесь wQ —решение вырожденной задачи (10.3), wi—последовательно полу­
ченные решения задач вида (4.33) (4.34); v0, vv ...—функции типа пдгран-
слоя в окрестности Г~, последовательно получаемые решением обыкновенных ура­
внений вида (4.32), (4.35) с постоянными коэффициентами1); \\ Рту 11| = 0(sm + 1). 

Заметим прежде всего, что 

|ж||=Ч | в ' | Г*)' •••'Ws^h°06'^~b- (10-6) 

В самом деле, если /\(Z) ~ многочлен А-й степени, то йри Х > 0 
о о 1 • • - • \ . . . . ., г ,у : 

{ \ [Ph (?) е ~ > т ] 2 d*}* = с (*» х ) < °°- Отсюда 
b ^ ' 

{ ^ [ • / >
k ( - f ) e ~ i « ] a r f p } 2 = C(fc,X)e^ = 0 ( e 2 ) . (10.7) 

0 

Далее: 

Здесь ^ „ „ ( t b - . / A M - t P i W + lTP.M. Из (10.7) п (10.8) следует: .,, 

{ Ш ' М ' Ч ^ Ж •i%)],+}i~0(|.'|.'4). ОО.») 
о 

Вспомнив структуру функций Vp мы из (10.9) получим (10.6). 

х) Выражения для vi~ такие же, как в § 4, только сейчас всюду вместо е сле­
дует подставить s (t). В силу наших предположений относительно h функции v% и щ 
равны нулю вблизи %. 
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Но тогда 
? 7 l f ~ l 

s ( 2 = 0 (i.-|."О-
Далее, 

.s^O 
ъ(2'Ъ)\\ = о<\*'\). 

(10.10) 

(10.11) 

06ОЕ значим: 
т т+1 

-о i=o 
Тогда имеем: 

- О 
_1 

о 2 (10.12) 

(10.13) 

С другой стороны, в силу теоремы 4 § 4, 

Если 0 < /• < —-"—- , то и силу условий теоремы 
т + -у 

| в' | в~2 , 6> ( Г Г " ' ' 2"j ,= 6» ( Г 5 " ' ) = С [ ( е " ) ~ 2 _ ! ] := О (em+1). (10.14) 

Тогда из (10.12), (10.13) и (10.14) следует: 

^ + L,B in = ft + ?m,l , Ijim./H - 0 (з""1) = 0 (*"*), Т = г(Ш+1). (10.15) 

Почленным вычитанием (10.15) из (10.1) получаем, обозначая 
П1+ 1 

Рт,, = Z, - в,„ =: Z, - ^ * Ч - £ з''»,, 
8 = 0 

&Р, 

(10.16) 

(10.16') д/ + L,Pm> t ••= - g m . 

Отсюда следует: 
\\Pm,t\\^0(s"^)-,0(t->), у ••-/•("» + !). (Ю.17) 

В самом деле, умножим скалярио обе части (10.16') на Рт, t и обозначим: 
|| An, / | | ==<*(*)• Тогда: 

(L. An,/, />,„,,)>,I Л„, < ! Г С = а8 (Об1; 

I (?„., /, Рт. ,) | < !i .i'm. , |i • II A», t \\ = О (ГТ) а (*), 
и, следовательно, 
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Поэтому 
t 

Г* 0 < a (t)< а (/0) €-с <'-'о> + СЛ т~v е~с «-*> rfx < 
! to 

t_ 
t 2 __ ' 

< a ( g г " с «-'о) + Се~Ъ С т~? dz + Ci С 4^) Т \ е~С ( '~т ) dx = О (Гт) . 
2 

Итак, 
|| Рт, t\\ = 0 ( Г 7 ) - О (t~* <"* И)) ^ 0 (£™+1). 

Отсюда и из (10.16) следует наша теорема. Можно получить также 
оценки производных невязки Pmt t, соответствующие оценкам теоремы 4 § 4. 

Аналогичные асимптотики получаются для случая, когда Le — эллип­
тический оператор более высокого порядка, регулярно вырождающийся в 
оператор более низкого порядка в условиях теорем §§ 7 и 8. 

Некоторые вопросы и задачи 

Сформулируем в заключение некоторые задачи и вопросы, естественно 
возникающие из предыдущего и пока не решенные. 

1. В настоящей статье введено и систематически использовано поня­
тие регулярного вырождения для случая, когда пограислой строится с помо­
щью обыкновенного дифференциального уравнения. В случае, когда часть 
границы является характеристическим многообразием одного из дифферен­
циальных операторов Ls или Lh, как; мы видели в §§ 4, 6, 8, для 
построения погранслоя приходится употреблять некоторые уравнения в 
частных производных (в частности, получается параболический погранслой)-
Возникает вопрос о распространении понятия регулярного вырождения 
и на этот случай. Нам кажется, что с помощью трансформации Фурье по 
«граничным» координатам <pt можно свести этот случай к изучению обыкно­
венного уравнения по трансверсалыюму направлению р и расположения 
корней его характеристического уравнения (см. п. 4 § 6). 

2. Желательно провести исследование асимптотики решений ие вблизи 
точек касания с границей Г характеристик операторов L£ и Lh. В § 4 мы 
встретились с точками Л и В касания. Нам представляется, что этот 
случай является в известном смысле предельным для случая, рассмотрен­
ного в п. 5 § 4, где часть границы совпадает с характеристикой у = с. Было 
•бы интересно построить и в предельном случае точек касания А и В в их 
окрестностях «параболический» погранслой. Такие погранслой могли бы 
дать более точную асимптотику в этом случае. Такой же вопрос возникает 
и для уравнений высших порядков с вещественными характеристиками. 

3. С вопросом 2 связан более общий вопрос о склеивании погранслоев, 
которые на разных частях границы определяются по-разному (и, в част­
ности, на некоторых частях границы превращаются в тождественный нуль) 
(см. п. 3 § 6). 

4. Естественно возникает вопрос о полном исследовании вопросов 
существования и дифференциальных свойств решений хотя бы первых 
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краевых задач для однохарактеристических уравнений, которые поаШлйлй 
бы придать предложениям §8 такую же формулировку, как предложениям §7. 

5. Следовало бы исследовать, когда из условии 1) разрешимости предель7 
ной задачи А0, 2) регулярности вырождения (в алгебраическом смысле)! 
задачи Ае в А0 вытекает условие 3) — равномерная разрешимость задач As.) 
[В настоящей статье-, мы обычно приводили в качестве достаточных усло­
вий для одновременного выполнения условий 1), 2) и 3) позитивность 
оператора вырожденной задачи (при а = 0) и положительность вещестдер-
ной части алгебраической формы вида (7.4).] 
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